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Abstract

Fluid mechanics is a branch of classical Physics, having many applications and
relevance in science and engineering. Despite its age, no general solutions to its funda-
mental equations are known, so it is a current important field of research. Quoting the
Nobel Prize in Physics Richard Feynman, “Turbulence is the most important unsolved
problem of classical Physics”. Mathematically, fluid mechanics equations play an im-
portant role in the theory of Partial Differential Equations because of their complexity.
They are of such importance that one of the seven Millenium Prize Problems deals
with the Navier-Stokes equations, one of the most famous equations of fluids.

In this work we will study two-dimensional Euler equations, which are among the
first partial derivative equations in history, dating from the year 1757. The result of
local existence for smooth initial data was first proven in [20]], and global existence
in [32]]. Global existence results have been extended up till vorticity data in L' [23].
When the vorticity is bounded, the solutions are unique [34]. There is no uniqueness,
even for null initial data, if we allow the vorticity to be very irregular [25] [7]] [29].

Our goal is to study the existence of solutions in a case weaker than L', which is
when the vorticity belongs to RM N H~. Only partial results are known in this case.
This regularity allows the vorticity support to concentrate in a curve, so it is called
vortex sheet. This case has important applications, as it models real phenomena. The
proofs we are going to give are based on smoothing the initial data using mollifiers,
and taking limits. We will start from the results of [9], which shows properties of
mollified solutions. Other methods that reach similar results do consider the Navier-
Stokes equations and vanish the viscosity at the limit [5] [23]], or use another smoothing
techniques inspired by numerical methods, which are called vortex methods [21].

In the first chapter we will explain the motivations for the problem and recall the
main results needed for the following chapters. We will begin by introducing Euler’s
equations and some important properties of its solutions. These results are classic and
can be seen with more detail in [23]. Later we will give the definition of weak solution
that will be used throughout the work. We will exhibit the theorem for mollified solu-
tions [9] that will establish the basis for other chapters’ results. Finally, we will show
some examples and properties of solutions to Euler’s equations, ending with several
results when the initial vorticity is a vortex sheet.

In the second chapter we will discuss this work’s main theorem, which states the
existence of a solution when the initial vorticity has a non-negative vortex sheet com-
ponent with compact support, and another one in L” without sign restriction. The first

5



6 INDICE GENERAL

work showing the existence of solutions for vortex sheet data is due to Delort [8], and
the flexibility of his reasoning allows the addition of the second component. His proof
has been simplified and generalized, but the existence of solutions without the sign res-
triction is still an open question. The main issue is the convergence of non-linear terms.
In the first part of this chapter we will analyze these terms, rewriting them using Biot-
Savart law. The particular form of non-linearities allows us to obtain some properties
that are generally false for quadratic terms of velocity. These properties, together with
the theorem for mollified solutions from the first chapter, reduce the proof of existence
into showing that the vorticity does not accumulate in small measured sets. Up to this
point the sign hypothesis is not necessary, but is required in this step. Finally, we show
that the results match the solution definition from the first chapter.

In the third chapter we exhibit an extension of chapter two’s result based on the
article [22]. Instead of the sign restriction, now the vorticity must have a distinguished
sign in each half-plane, and odd symmetry with respect to the symmetry axis. The L”
component must also respect this symmetry. We will begin by proving that if the initial
vorticity has the previous symmetry, it keeps it as it evolves in time. By analogy with
the previous chapter, we have to prove that the vorticity does not accumulate in sets
of small measure. A key observation is that the evolution keeps the sign of the vortex
sheet in each half-plane. Like in the previous chapter, having a locally defined sign
is enough to prove that there is no accumulation, so we only need new bounds near
the symmetry axis. In the first part of this chapter we will obtain new estimates using
symmetry, and in the second part we will prove existence using these results.

The fourth chapter uses a different approach based on harmonic analysis using
Hardy spaces, as in [10] [27]. The main idea is that non-linear terms belong to a more
regular space than L}, and this is enough to prove convergence in the sense of distri-
bution. At the beginning of this chapter, we will introduce the spaces which we will
work with. To show the convergence of non-linear terms, we will divide the proof in-
to three parts. Firstly, we will see that non-linear terms are bounded in the space h'.
This is the only result that requires the sign hypothesis. Then, we will prove that being
bounded in A' and having pointwise convergence implies convergence in the distribu-
tion sense. Finally, we will show that we can apply these results to non-linear terms,
obtaining existence. Although the main result is analogous to the theorem of chapter
two, this approach allows the extension of the result to the case where the vorticity
has radial symmetry. To conclude the work, we will note that the sign hypothesis is
necessary for the techniques used in this chapter.



Introduccion

La mecdnica de fluidos es una rama de la Fisica cldsica, teniendo numerosas apli-
caciones y relevancia en ciencia e ingenieria. A pesar de su antigiiedad no se conocen
soluciones generales a sus ecuaciones principales, por lo que es un importante cam-
po de investigacién. En palabras del premio Nobel de Fisica Richard Feynman, “La
turbulencia es el problema sin resolver mds importante de la Fisica cldsica”. Matema-
ticamente, las ecuaciones de mecénica de fluidos juegan un papel importante dentro de
las Ecuaciones en Derivadas Parciales por su complejidad. Tanto es asi que uno de los
siete problemas del milenio versa sobre las ecuaciones de Navier-Stokes, que son de
las ecuaciones mas famosas en fluidos.

En este trabajo vamos a estudiar las ecuaciones de Euler bidimensionales, que estdn
entre las primeras ecuaciones en derivadas parciales de la historia, datando del afio
1757. El resultado de existencia local para datos iniciales regulares fue probado por
primera vez en [20], y la existencia global en [32]. Los resultados de existencia global
se han extendido hasta datos de vorticidad en L' [23]. La unicidad se tiene cuando la
vorticidad estd acotada [34]], y se tiene no unicidad incluso para dato inicial nulo si
permitimos que la vorticidad sea muy irregular [25] [7] [29].

Nuestro objetivo es estudiar la existencia de soluciones en un caso mas débil que
L', que es cuando la vorticidad pertenece a RM N H~*, del cual solo se tienen resulta-
dos parciales. Esta regularidad permite que el soporte de la vorticidad se concentre en
una curva, por lo que se denomina vortex sheet. Este caso es importante en la practica
porque modeliza fenémenos reales. Las demostraciones que vamos a presentar se ba-
san en regularizar el dato inicial usando aproximaciones de la identidad, y tomar limite.
Partiremos de los resultados de [9], que ilustra propiedades de las soluciones regulari-
zadas. Otros métodos que llegan a resultados andlogos son considerar las ecuaciones
de Navier-Stokes y anular la viscosidad [5] [23]]; o utilizar otro tipo de regularizaciones
inspiradas en métodos numéricos, que se denominan vortex methods [21]].

En el capitulo uno motivaremos el problema y recordaremos los principales re-
sultados necesarios para los siguientes capitulos. Comenzaremos por introducir las
ecuaciones de Euler y algunas propiedades importantes de sus soluciones. Estos resul-
tados son cldsicos y pueden verse con mayor detalle en [23]]. Posteriormente daremos
la definicién de solucién débil que usaremos a lo largo del trabajo. Presentaremos el
teorema para soluciones regularizadas de [9] que servira de base para los resultados de
otros capitulos. Por dltimo veremos algunos ejemplos y propiedades de soluciones a
las ecuaciones de Euler, terminando por mencionar algunos resultados cuando el dato
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inicial es un vortex sheet.

En el segundo capitulo trataremos el teorema principal del trabajo, que serd pro-
bar la existencia de solucién cuando la vorticidad inicial tiene una componente vortex
sheet no negativa con soporte compacto, y otra componente en L” sin restriccion de
signo. Delort [8]] fue el primero en demostrar la existencia para dato vortex sheet, y
la flexibilidad de la prueba permite afiadir la segunda componente. Su prueba ha sido
posteriormente simplificada y generalizada ligeramente, pero sigue siendo una pregun-
ta abierta la existencia de solucion sin la restriccion de signo. La dificultad reside en
la convergencia del los términos no lineales. En la primera parte del capitulo haremos
un analisis de estos términos, reescribiéndolos en funcion de la vorticidad. La forma
particular de las no linealidades permite obtener algunas propiedades que en general
son falsas para términos cuadréticos de la velocidad. Este estudio, junto al teorema pa-
ra soluciones regularizadas del primer capitulo, reduce la demostracion de existencia
a probar que la vorticidad no se acumula en conjuntos de medida pequefia. Hasta este
punto no es necesaria la hip6tesis de signo, pero se requiere en este paso. Para finalizar,
mostramos que los resultados casan con la definicion de solucidn del primer capitulo.

En el tercer capitulo presentamos una extension al teorema del capitulo dos basan-
donos en el articulo [22]]. En lugar de la restriccion de signo, ahora la vorticidad ha
de tener signo definido en cada semiplano, y tener simetria impar respecto al eje de
separacion. La perturbaciéon en LP también debe respetar la simetria. Comenzaremos
por probar que si la vorticidad inicial tiene la simetria anterior, la mantiene en el tiem-
po. Por analogia al capitulo anterior, solo tenemos que probar que la vorticidad no se
acumula en conjuntos de medida pequefna. Demostraremos que la evolucion mantiene
los signos del vortex sheet en cada semiplano. Al igual que en el capitulo anterior,
tener signo definido localmente es suficiente para probar que no hay acumulacién, por
lo que solo necesitamos nuevas cotas cerca del eje. En la primera parte del capitulo
probaremos nuevas cotas utilizando la simetria, y en la segunda parte probaremos el
resultado de existencia usando estas estimaciones.

El cuarto capitulo presenta un enfoque distinto utilizando andlisis arménico usando
espacios de Hardy, al igual que en [10] [27]. La idea principal es que los términos no
lineales pertecenen a un espacio mas regular que L}, y esto es suficiente para probar
la convergencia en distribucion. Comenzaremos introduciendo los espacios con los que
vamos a trabajar. Para mostrar que los términos no lineales convergen en distribucion,
dividiremos la prueba en tres partes. En primer lugar veremos que los términos no li-
neales estdn acotados en el espacio h'. Este serd el unico resultado que usa la hipStesis
de signo. En segundo lugar, veremos que estar acotado en h! y tener convergencia pun-
tual implican convergencia en distribucion. Por dltimo, veremos que podemos aplicar
estos resultados a los términos no lineales, concluyendo la prueba de existencia global.
Aunque el resultado principal sea andlogo al del capitulo dos, este enfoque permite
extender el resultado al caso en que la vorticidad tiene simetria radial. Para concluir
el trabajo, veremos con un ejemplo que la restriccién de signo es necesaria para las
técnicas utilizadas en este capitulo.



Capitulo 1

Definiciones y resultados previos.

Los fluidos siempre estdn presentes en nuestro entorno, y es habitual que fluidos
de distinta naturaleza se encuentren, siendo una pregunta interesante como evolucio-
nan entre si. Podemos pensar en agua y aire, en un spray que rociamos, en nubes...
Dependiendo de las condiciones hay distintos modelos y simplificaciones.

Una primera idealizacién es considerar que cualquier parte del fluido evoluciona
conservando su volumen. Esta propiedad se denomina incompresibilidad. De manera
general, los gases no se consideran incompresibles, mientras que sélidos y liquidos
si. Esto se refleja en el funcionamiento de las prensas hidrédulicas. Otra idealizacion
es considerar que el fluido no tiene friccion interna o viscosidad. Esta suposicion es
razonable al trabajar con agua o aire, pero hay fluidos muy viscosos como la miel o el
aceite. Denominamos fluidos ideales a los no viscosos e incompresibles.

Las ecuaciones de Euler rigen la dindmica de los fluidos ideales, y en el plano
componen el sistema

Oy (u-V)u=—Vp,

ot
V-u=0,

donde u = (u1, us) representa la velocidad del fluido,

(1.1)

y p la presién. Hemos denotado por x = (x1,x9) las coordenadas espaciales, y ¢ la
temporal. La incompresibilidad queda representada en

RESNEL

A partir de ahora denotaremos las derivadas parciales como 0,,, = , y andlogamen-

Ox;
te para .
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Dado un vector a = (a1, ay), denotaremos a~ = (—ay, a;) su vector ortogonal, y

andlogamente V+ = (—0,,,0,,). De la condicién V - u = 0 se tiene que existe una
funcién escalar (potencial vector) ¢ tal que v = V). Llamaremos a 1/ la funcién
corriente. Otra magnitud importante es la vorticidad del fluido w, definida como el
rotacional de la velocidad, es decir w = V- u = Aq.

Sabiendo que en dos dimensiones la ecuaciéon w = A se soluciona mediante
convolucién con el nacleo % In |z|, podemos recuperar la velocidad a partir de la vor-
ticidad mediante la ley de Biot y Savart

In|z —
tr) =9 [ BEZy ay = [ ooty 02
R2 ™ R2

donde

1 Ty I 1 ot
K = — —_——, —— = —
)= 52 (e o) = 3 om
De (1.2), se deduce que para w con integral no nula y soporte compacto, si || >> 1

xL

u(t, x) ~ KQ(:L‘)/ w(t,y)dy = C(t)—.

R2 ||
De esta formula se deduce que |u|?> ~ ||~ cuando x — oo, y como |x|~2 no es
integrable lejos del origen en dos dimensiones, tenemos que en general u ¢ L?(R?)
si w no tiene integral nula. En cambio, si [, w = 0, veamos que u € L*(R?). En
concreto, desarrollando en serie el denominador y utilizando el soporte compacto de w

vemos que

2ru(z) = / ! &=y (y)dy

W
re |22 T+ [y /|a|? = 2 /|2| - y/|x]

Lo
- /RQ %w(y)dy + /R? 0 (#) w(y)dy.

La integral del término 2z es nula por la condicién fRQ w = 0, y el resto se va
a infinito como |z|72, por lo que v =~ |z|~* cuando |z| — oo, que si es integrable.
Cuando la integral de w no es nula (pero finita) es util usar la siguiente descomposicion.
Definicion 1.1 (Descomposicion Radial-Energia). Un campo vectorial incompresible
regular v(z) € R? tiene una descomposicion Radial-Energia si existe una vorticidad
regular radial ©(|z|) tal que

v(x) = u(x) +7(x)

lu(x)|?dz < 00, V-u=0,
R2

ot ol
o(z) = W/O sw(s)ds.
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Lema 1.1. Cualquier campo vectorial regular incompresible con vorticidad de soporte
compacto w = V+ - v € L' (R?) tiene una descomposicion energia radial.

Demostracion: Basta considerar cualquier funcién radial de soporte compacto w

tal que
/ w = / (1.4)
R2 R2

Definiendo v acorde con la definicién[I.1] tendremos directamente que es incompresi-
ble. En consecuencia u es incompresible, y por construccion w,, = w — w es de soporte
compacto e integral nula, por lo que |u|? es integrable. [

Nota 1.1. Esta descomposicion no es uinica, depende de la eleccion de w. Lo intere-
sante es que permite separar la componente de energia finita de la infinita, y ésta solo
depende de la integral de w. Ademads, las ecuaciones de Euler preservan la integral y
el soporte compacto de la vorticidad (en tiempo finito), por lo que podemos tomar la
parte radial constante en el tiempo.

Gracias a ((1.2) podemos obtener una ecuacién de evolucion para w. Tomando vor-
ticidad en la ecuacién (1.1]), obtenemos que

ow
e +w-Vu+u-Vw=0,
que para fluidos bidimensionales se reduce a
0
S U Ve =0, (1.5)

yaque w = (0,0,w),u = (u1,us,0). Esta ecuacion, junto a la ley de Biot y Savart
(I.2), forma una ecuacién integrodiferencial para w. Obtener w a partir de u es directo,
pero también podemos recuperar u conociento w como v = V+A~!w. Por tltimo,
podemos recuperar la presion tomando divergencia en comop=—-A"'V-((u
V)u). Esto muestra la equivalencia entre obtener la Vorticidad o la velocidad.

También podemos ver (I.3) como 2¢ = 0, donde £ representa la derivada mate-
rial, por lo que w se mueve con la velocidad del ﬂuldo. Estas ideas se formalizan con
la definicién de trayectoria.

Definicion 1.2. Dado un campo vectorial regular v, definimos las trayectorias X (t, o)
de v como la posicion a tiempo t de la particula que inicialmente estd en o. Las
trayectorias satisfacen la ecuacion

dX
%(t,a) =o(X(t,a),t), X(0,a)=

Proposicion 1.2. Si v es un campo vectorial regular incompresible, entonces el jaco-
biano de la transformacion dada por las trayectorias satisface

det(V,X(t,a)) = 1.
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Demostracion: Definimos J(t) = det(V,X (¢, «)). Vamos a ver que J(0) = 1,y
que J'(t) = 0. Como X (0, @) = a, trivialmente
VX (0,a) =Id = J(0) = 1.
Vamos a denotar X = (X, X,). Para calcular J’, desarrollamos el determinante e
intercambiamos el orden de derivacion, obteniendo

J'(t) = 0y 1100, X2 + Oay X100,02 — Oay 100y X2 — Oy X100, V2. (1.6)
Por la regla de la cadena, tenemos la identidad
0a,0i(X (1, @), t) = Ox,0;00, X1 + Ox,0i0q, X2,
que sustituida en (I.6) nos lleva a
J (1) = Oy X100, Xo(0x,v1 + Ox,02) — Ony X204, X1(0x,v1 + Ox,v2) = 0,
ya que v es incompresible. ]

Proposicion 1.3. Sea u un campo vectorial suave solucion de las ecuaciones de Euler,
y X sus trayectorias asociadas. Entonces

w(X(t,a),t) = wy(a) VYa € R

La proposicion anterior es una forma de reescribir la ecuacién de la vorticidad que
pone de manifiesto propiedades de conservacién. La prueba es una mera comprobacion
utilizando la regla de la cadena.

Antes de definir el concepto de solucion débil, es importante notar que al integrar
por partes el término (u - V)u - ¢, debido a que V - u = 0 obtenemos que

— / (u-Vu-p= / U1 Oy 1 + U U0z, P2 + U UeDpy 1 + UaUaOuyPo
R2 R2

= Vp:u®u,
R2

donde hemos denotado v ® u como la matriz de entradas u,;u;, y el producto A : B =
> ;. @izbij. Si integramos también por partes la derivada temporal, queda motivada la
siguiente definicion

Definicién 1.3. Dado ug € L? (R?), diremos que el campo de velocidades u(t, ) €

loc

L>=([0,T7], L2, .(R?)) es solucién débil de las ecuaciones de Euler (1.1)) si para cual-

loc
quier p € C>([0,T] x R?) con V - = 0, y cualquier ¢ € C([0,T], C>(R?)) se tiene
que

( T
/ /(atgp-u+Vgozu®u)dxdt:O
0 Jr2

T
/ Vo -u=0, (1.7)
0o Jre

u(0,x) = up(x),

donde la iltima igualdad es en el sentido de algiin espacio de Sobolev H™".

\
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Nota 1.2. Para comprobar que un campo vectorial u es solucion es suficiente operarlo
con funciones test de la forma (t)p(x), para v € C*([0,T)), ¢ € C(R?), ya que
estas funciones son densas en C>°([0, T] x R?).

Nota 1.3. La definicion anterior corresponde a la idea de multiplicar por una funcion
test, e integrar por partes. El término de la presion no aparece porque la funcion test
tiene divergencia nula. Cuando [ f - ¢ =0 Yy conV - =0, se tiene que f = Vp
para una distribucion p, por lo que podemos recuperar la presion de una solucion

debil [30] [24].

Nota 1.4. Utilizando la divergencia nula de la funcion test @, podemos reescribir
Vo u@u= / U1 Op, 1 + U U2 0p P2 + U1 U205, 1 + U220y, P2
R2 R?2

= / am‘Pl(U% - “3) + (8:1:1902 + am%)uluzy
RZ

donde vemos explicitamente los términos no lineales de la ecuacion.

Para demostrar la existencia de solucidn, es habitual resolver el sistema con
el dato inicial suavizado, y tratar de pasar al limite. Pasamos ahora al resultado de
existencia global para dato inicial suave. Dado € > 0, denotaremos por p° > 0 una
aproximacion de la identidad con supp(p®) C B(0, €).

Teorema 1.4 (Existencia de soluciones suaves). Sea ug € L? (R?) conwy = V+-ug de
soporte compacto tal que |4, |wo(x)|dx < oco. Entonces, para todo T > 0, ¢ € (0,1],
existe una solucion u®(t,r) € C*([0,T] x R?) de (I7) con u*(0,z) = ug * p°, y
admitiendo una descomposicion Energia-Radial u®(t, ) = u(x) + u®(t, ) tal que

L ||uf| ey < C(T) Ve € (0,1],t € [0,T).
2wt =Vhut e Ly [o|wf(t 2)|de < [ |wol(z)|dz Wt € [0,T).

3. {us(t,x)} estd uniformemente acotado en Lip([0, T, H,,X (R?)).

loc

Nota 1.5. La demostracion puede encontrarse en el articulo de Diperna y Majda [9].
La condicion sobre wy es vdlida para medidas finitas, que es el caso que nos interesa.
Recordamos que el espacio de medidas de Radon RM es el espacio de medidas finitas
sobre compactos y coincide con el dual del espacio de funciones continuas que tienden
a 0 en el infinito. Por ser el dual de un espacio de Banach, los conjuntos acotados en
RM son x-débilmente compactos.

Gracias al teorema anterior, y por compacidad débil, podemos formar una sucesion
{u™(t, z)} de soluciones convergente débilmente en L? (R?) a un candidato a solucién
u. La condicién 3 del teorema y la convergencia de la regularizacién del dato inicial nos
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aseguran que u satisface la condicion inicial de (1.7). Por definicion de convergencia
débil, tendremos convergencia de [ [, Oip - u™, y de [} [on V6 - ur.

Para probar el paso al limite, serd suficiente probar la convergencia en distribucién
de los términos (u? — u3) = (uy + ug)(u; — ug), y ujus. Se puede demostrar que si
wo € LP para alglin p > 1, entonces se tiene convergencia fuerte en L7 para u”, y por
tanto u es solucién de (I.7). Una construccion mds detallada de estos resultados con
sus demostraciones puede verse en el libro de Majda y Bertozzi [23].

En los siguientes capitulos analizaremos el caso w € H~' N RM, y como valor
afladido obtendremos el resultado para w € L!. La dificultad de este nuevo caso radica
en que en general no se tiene convergencia fuerte en L2 , por lo que no se puede
realizar el paso al limite en los términos no lineales. En el siguiente apartado veremos
un ejemplo en el que, sin tener convergencia fuerte en L7, el limite de soluciones sigue
siendo solucién gracias a la estructura particular de los términos no lineales. En los
capitulos siguientes realizaremos un andlisis detallado sobre los términos no lineales
y veremos condiciones suficientes para garantizar el paso al limite. Estas condiciones
son algo restrictivas y sigue siendo una cuestion abierta si, para cualquier vorticidad

en H=1 N RM, la sucesion de soluciones regularizadas converge a una solucién.

1.1. Propiedades y ejemplos de soluciones

En este apartado vamos a mostrar un ejemplo de solucién a las ecuaciones de Euler
que servird para ilustrar el fenémeno de concentration-cancellation, que puede darse
al pasar al limite de soluciones suaves. Veremos también algunos resultados recientes
relacionados con el trabajo.

Proposicién 1.5 (Soluciones con vorticidad radial). Siw(z,t) = w(|z|) = w(r) es una
funcion C°(R?), entonces es solucién estacionaria a la ecuacion (I.5).

Demostracion: Sean u, ) tales que A = w, V' - u = w. Por ser el laplaciano
invariante bajo rotaciones, se tiene que 1)(r) = A~'w también tiene simetria radial.
Utilizando que V+v) = u, la expresion d,w + u - Vw se reduce a

Oww(r) + u(z)-Vw(r) = =000 (1) 0 AY(r) 4 0py (1) Dy At (1)
= —(Ou, 7)Y (1) (0, ) (AY' (7)) + (0, 7)Y (1) (O, 7) (AY' (1)) = O,

por lo que w satisface la ecuacién de Euler (1.5). O
La proposicion anterior nos da una familia de soluciones estacionarias a las ecua-
ciones de Euler. Ahora vamos a calcular las velocidades asociadas.

Proposicion 1.6. Sea w(z,t) = w(|z|) = w(r) una funcion C°(R?). Entonces

L
u(z,t) = 7“_2/0 sw(s)ds

es solucion estacionaria a las ecuaciones de Euler.
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Demostracion: Como w tiene simetria radial, también la tiene ). Escribiendo el
laplaciano en coordenadas polares, obtenemos de Ay = w que

1
77b//_i_;l/)/:u}7

de donde obtenemos que

y de la relacién u = V1) que

JIJ‘

u(z,t) =u(r) = — /07‘ sw(s)ds. O (1.8)

r2

Cuando fooo sw(s)ds = 0y el soporte de w es compacto, las soluciones se deno-
minan Phantom-Vortices porque la velocidad se hace nula fuera del soporte de w. Tras
estudiar el reescalado de soluciones, podremos encontrar una sucesion de soluciones
regulares con un limite singular, que queremos estudiar si es solucion.

Proposicion 1.7 (Reescalado de soluciones). Si u(z,t), p(x,t) son solucion de (1.1),
entonces para cualquier \, 7 € R se tiene que

AN [zt A2 (x ot
wrleh)=Zul 50 ) e =5r (57 )

son solucion de (1.1).

Demostracion: Al aplicar la regla de la cadena, aparecen los mismos factores en
cada sumando. U

Corolario 1.8. Dado u(z,t) solucion a las ecuaciones de Euler, para cualquier € > ()
. . 1 [z 1 iy . ,
se tiene que u®(x,t) == —u | —,— | es también solucidn, con su correspondiente
e \¢ ¢
presion.

Ejemplo 1.1 (Concentracién de Phantom-Vortices). Sea w € C*(R) con supp(w) €
1
[_L 1]7 y f() SW(S) = 0.

La velocidad asociada viene dada por la ecuacion (1.8). Podemos calcular la ener-

gia cinética como
oo 1 T
lu(z)Pdr = 27T/ — (/ sw(s)ds) dr.
R2 o T 0

Para ver si es finita solo hay que analizar el comportamiento cerca de r = 0, ya que el
integrando se anula para r > 1. Al tener [ sw(s)ds < r?||w|[~ = Cr?, se tiene que

1 o :
) for sw(s)ds estd acotado, luego la energia cinética es finita.
’
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Por el corolario [I.8] y por ser una solucién estacionaria, para cada ¢ > 0 se tiene
que u®(x) = e 'u(x/e) es solucion. La energia cinética se conserva con este reescala-
1

do, ya que
e [ L)
w@lide =] e (2

Queremos ver qué sucede cuando ¢ — 0. Utilizando la compacidad de la topologia
débil en L?, podemos encontrar una sucesion de ¢, — 0 tal que u*» — u € L%y
como supp(uf) € B(0, ), necesariamente u*» — () en L?. Como cada u¢ satisface las
ecuaciones de Euler, se tiene que

2
dr = | |u(a")|?dx’ = C.

R2

T
/ / (Opp - u® + Vo 1 u® @ u’)dzdt = 0,
0o Jr2

y como u, — 0 € L2, queremos ver si lim., o fOT Sz Vo 1 uf @ usdadt = 0. Vamos
a analizar cada sumando de la expresion no lineal. Para cualquier ¢ € Cy(R?), tenemos
que

, e e , 1 x x
51,390 . §(z)ug™ (z)usr (z)de = 51,}210 = (x)u; <g> u; <g> dx

Y / NOWAY W, /
— gl,}go . E(2'e)u;(2")u;(2")da

= £(0) /]R2 wi(x)uj(x)de = £(0)W;;.

Gracias a la expresion explicita de la velocidad (I.8]), podemos calcular propiedades de
W;; facilmente. Por ser u € L2,y por la simetria del integrando, W;; = Wy, = Cyr >
0,y Wis = Wy = 0. Por tanto,

d O

uf®uficw(0 50) € RM.

Esto muestra que no hay convergencia fuerte en L2, ya que hay una cantidad de energia
cinética que se concentra en el origen. Sin embargo, el limite sigue satisfaciendo las
ecuaciones de Euler, ya que gracias a la condicién V - ¢ = 0,1 + 0,,¢02 = 0, se tiene
que

1 0
VSD : (O 1) = am1<PICW + aZQQOQCW = 0

La forma particular de la concentracién de energia cinética junto a la incompresibilidad
de la funcion test se cancelan. Esto es un ejemplo de concentration-cancellation.

Notese que esta sucesion de soluciones no coincide con la establecida en el teorema
(1.4), pero este ejemplo es suficiente para conocer qué puede ocurrir en el paso al
limite. Otros ejemplos pueden verse en [23]] [16].
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1.1.1. Vortex Sheet como dato inicial

Definicion 1.4. La vorticidad wy(z) representa un vortex sheet si
w € HY(R?) N RM(R?) con soporte en una curva 'y con vy € L7, (R?).

loc

El estudio de vortex sheets es un problema cldsico porque es aplicable a problemas
fisicos. Que la vorticidad se concentre en una curva modeliza, por ejemplo, dos fluidos
con diferentes caracteristicas que evolucionan con la curva como frontera de separa-
cién. La vorticidad aparece de manera natural en la frontera entre los fluidos, ya que
la velocidad tangencial a la frontera es discontinua en la misma. Un enfoque natural es
intentar predecir la evolucidon de la frontera, es decir, la evolucion de la curva donde se
concentra la vorticidad.

Si parametrizamos la curva que define el dato inicial y planteamos la ecuacion de
evolucion para la misma, obtenemos que estd mal planteada en el caso general [33]
[19]. Si la curva es inicialmente analitica, entonces se tiene existencia local de solu-
cién, formandose singularidades en tiempo finito [3]] [[6]. Con la teoria de soluciones
débiles se pretende dar respuesta a este problema, encontrando soluciones globales en
tiempo describiendo el fendmeno fisico. En los siguientes capitulos vamos a estudiar
la existencia de w € H'(R?) N RM(R?), generalizando el vortex sheet entendido
como curva.

En lo relativo a la unicidad, en [25] se probd que existen soluciones a las ecua-
ciones de Euler con soporte compacto en espacio y tiempo, es decir, que del dato
inicial 0 aparecen soluciones no nulas. Estas soluciones tienen energia cinética fini-
ta, pero w ¢ RM. Las soluciones que construiremos en este trabajo si cumplirdn
w € L*([0,T], RM). En [34] se prob6 que hay unicidad cuando w € L. La unicidad
de nuestro tipo de soluciones sigue siendo una cuestion abierta. También se consideran
otras propiedades de las soluciones, como la existencia de trayectorias o la conserva-
cién de energia [4].
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Capitulo 2
Vorticidad inicial positiva

El primer resultado sobre existencia de soluciones segin la definicién [I.3] para
w € H~' N RM fue obtenido por Delort en [8] para vorticidades con signo constante
y soporte compacto. Es mds, en su trabajo prob¢ el resultado de existencia para w =
W +w”, conw’ € H™' N RM con signo constante y soporte compacto, y w” € L?,
p > 1 con signo arbitrario y soporte compacto. Este resultado ha sido extendido a
W' € LN H~'en [31]. En [23] [26] se simplifica la demostracién de estos resultados.

Siguiendo las ideas de estos trabajos, vamos a utilizar una aproximacion de la iden-
tidad para regularizar el dato inicial, de forma que estaremos en las condiciones del
teorema [I.4] Por convergencia débil, nuestro objetivo serd probar la convergencia en
distribucion de los términos no lineales, es decir, (u; + us)(u; — uz) y ujus.

2.1. Términos no lineales

Vamos a comenzar por reducir el estudio de los términos no lineales a uno solo. En
primer lugar, notamos que la ecuacion de Euler es invariante por rotaciones. Por tanto,
si una vorticidad w da lugar a una velocidad u, entonces la vorticidad rotada R(w)
da lugar a la misma rotacién de la velocidad R(u). Con un dngulo de 45°, el vector
(u1,usz) se transforma en \/%(ul + ug, u; — ug). Dado w, si demostramos que wu;us
converge en distribucion, repitiendo el mismo proceso para R(w) con una rotacién de
—45°, tendremos también que (u; + ug)(u; — uz) converge en distribucién. En esta
seccién no vamos a suponer que w tenga una orientacién o simetria determinada, por
lo que serd suficiente probar que u;us converge en distribucion. Veamos ahora como
reescribir este término al operarlo con una funcion test.

Proposicion 2.1. Dado ¢ € C*(R?), ¢ € C°([0,T]), y una solucion regular de las
ecuaciones de Euler u = (uy,uy) con V* - u = w, se tiene que

19
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/OT/Rzul(t’z)uz(t’Z>90( Y (t)dzdt

/ /]R@/R2 (t. 2)w(t, )¢ (t) Hy(, y)dxdydt,

—1l o — 21 y2— 2
H, = — d
v /Rz47r2 |z — z|? |y—z|2§0(z) %

donde

H, tiende a 0 en el infinito, H, = Hy(x,y) + Hs(z,y), con Hy continua y acotada, y

(21— y1) (w2 — yz).

|z —y|?

Hy(i,y) = -(o(2) + 9(0))
s
Demostracion: Esta prueba es larga, y para facilitar la comprension vamos a dividir
la prueba en cinco partes, ademds de un lema intermedio. Las partes serdn reescribir
el término no lineal, ver que la descomposicién estd bien definida, calcular H,, probar
que H, es acotada y probar que H; es continua.
Reescribir el término no lineal.
Utilizando la ley de Biot y Savart (1.2)), obtenemos que

/OT /R2 ur(t, z)ua(t, 2)p(2)y(t)dzdt

=y ( 1l = oot )

ln|z — zlw(z, t)dx) o(2)(t)dzdt

-1 o — 21 Y2 — 22
t)w — z)dzdzxdydt,
// [ vty wtat) | S () dzdady

por lo que la dltima integral es igual a H,. Como ¢ tiene soporte compacto, la integral
no necesita valor principal para |z| — o0, y se tiene que H,, decae a 0 en el infinito.
Como 1/|x| es localmente integrable en dos dimensiones, el tinico problema puede
surgir si x = y, pero entonces

/ (x1 — 21) (20 — Zz)go(z)dz _ / (11 — 21) (22 — 22) (2) — 90<x)dz,
B(z,r) B(z,r)

|z — 2| |z — 2 |z = 2|

gracias a que por simetria la integral que hemos afadido vale 0. Como ¢ es derivable,
obtenemos de nuevo una integral del tipo 1/|x|, que es finita.
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Para calcular H, de forma explicita, conviene dividir su expresion en dos sumandos
como

Hoo) == i [ B2 (o) - Loto) + ol )

1 Ty — 21 Y2 — 22 (2.1)
— —p.. d
o ol /]R |x_z|2|y_z|2(so(x)+so(y)) z
:Hl(may) —|—H2(l',y)

Ver que la descomposicion estd bien definida.
Colas del tipo 1/|z|? no son integrables en dos dimensiones, asi que necesitamos ver
que las integrales estan bien definidas como valor principal cuando |z| = R — ooy
también en las singularidades del denominador.

Ya hemos visto que las singularidades de los ceros son integrables si z # y. Si
x =y, para H; podemos usar de nuevo que (z) es derivable, mientras que para Hy
necesitamos un valor principal, pero la simetria implica que estd bien definido. Después
calcularemos explicitamente Hs.

Para |z| — oo, observamos que basta probar que una de las dos estd bien definida,
y lo haremos con la segunda. Para ello vamos a desarrollar en serie y ver que se cancela
el término no integrable. Ignorando los términos que no dependen de z, y fijado (z, ),
tenemos que

pv/ Ty — 2 y2_z2dz:pv/ T1— 2 Yo — 22 dz
SR =2y - 2)? e ([P 22 =22 2) (Y2 + 22 -2y - 2)
1 Ty — 21 Yo — 22
:p.v./ T 5 5 5 5 dz
re |2 (L4 |22/ |22 = 22/[2] - 2/|2]) (1 + [y|?/]2]* — 2y/|2] - 2/]2])

:p.v./ L(xl —21)(y2 — 22) JF/]R L(xl — )2 = 22)0 ( : )

re |2]* 2 |2]* E

2122 1 1
:p.v./ —+/ O(—) :0+/ O(—) < 00,
re |2t Jre o \[2P° re \[z?
(2.2)

por lo que las integrales que definen H,, H estdn bien definidas utilizando valor prin-
cipal.

Cdlcular Hs explicitamente.
Para calcular la funcién H,, notamos que con el cambio de variables § &= z + y,
v & x — vy, se tiene que

p.v./ T — 2 ?/Q_ZZdZ_p'U./ =P P a3,

R o =2y — 2 g2 |7 — B B2

lo cual podemos ver como una convolucion de la forma

Mn—pF1 Bo .
po. | P ds = (0, Tor(7) * 9, w1
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Utilizando que la transformada de Fourier de log(|x|) en R? es —1/(2x|&[?) (ver [13]]),
tenemos que

2mi&y - 2mi& _ SIS
(2m)2(€]? €]

F((05, log(|1)) * (95, log(71))) = = %%ﬁ&(log(lél),

cuya transformada inversa es

1 Y
T (5009 (08(1€)) = =7

por lo que recordando v = x — y tenemos que

Hale,3) = g-(pla) + ply) 2 2]

o (2.3)

Probar que H, es acotada. Para este apartado vamos a ayudarnos del siguiente
lema.

Lema 2.2. Dado p € C°(R?), existe una constante M tal que

R <M
T l4+le—z T

P, 2)| = ‘[w(w) —ol2)

|z — 2|2

Demostracion: Como ¢ € C'°, se tiene que

\M < llglle < M.

|z = 2|

Sead > 0. Si |z — z| < 0, entonces

1+96 M,

F < M; <M = .
(,2) < My < 11—|—|:1:—z\ 1+ |z — 2|

Si |z — z| > 4, entonces

20epllee o 14 fo =z 2flellie 140 2lolle~ My
lt—z] = |lv—z 14+jz—2" 0 l4+|z—2z 1+z—z|

[
Vamos a considerar R > 0 tal que el soporte de ¢ esté contenido en B(0, R).
Buscaremos una cota que dependa de R, pero no de x, y. Consideramos dos casos.
Supongamos |z| > Ro |y| > R. Sin pérdida de generalidad, supongamos |z| > R.
Por la ecuacion (2.1)), es suficiente probar que H,,, H», son acotadas. Por tenemos
que

1
H. < — o < 00.
o, y)| < - llgll= < oo
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Por tener  soporte contenido en B(0, R), podemos acotar

1 1 1 1
oo < polidlles [ 2 € pllelle [ <o
%2 A2 R K |y — Z| A2 R B(O.R) |Z|

Queda el caso |z, |y| < R. Separamos H; en los sumandos

8rHy(z,y) :p.v./ L £ B (p(z) —p(z))dz

re [ — 2 |y — 22

+pv/ DA BTE (Gy) — p(2)) de.

re [ — 2 |y — 2?

(2.4)

Por analogia, sera suficiente probar que el primer sumando es acotado. Utilizando el
lema[2.2] podemos acotar

]p.v. [ e OO

2 [ =2 |y — 2

X1 — 21 Y2 — 22
< Ipo. / (p(x) — p(2)) d2
‘ R2\B(0,2R) |z — 2|2 |y — 2|2

/ M
+ dz
B(0,2R) ly — z|

M
+ / —dz.
B(0,2R) 2|

El segundo sumando estd acotado independientemente de x,y. En el primero nece-
sitamos un valor principal en el infinito, que podemos acotar al igual que en (2.2),
ya que o(z) es constante en la integral. En este caso las cotas solo dependen de
lz| < R,y < Ry |z|7' < R7!, 1o que prueba que H; es acotada.
Probar que H, es continua.

Consideramos de nuevo la descomposicion (2.4)). Por analogia, serd suficiente probar
que el primer sumando es continuo. Primero veremos continuidad en z, y después en
y. Dado h € R?, tenemos que ver que

po. / T AT ) p(2)) de

2 |z =z ly — 2[?
B /9€1+h1—2’192—2’2
el h =2 |y = 2
=0+ I+ I3+ Iy

Ty — 21 Y2 — 22
< ‘p.v./ ] > (o(a)) dz
R2\B(0,2R) |z — 2|2 |y — 2|

(2.5)

(ol +h) = (2)) dz

tiende a O con |h|, donde

I = /{ TR TR 0y p(2)) de,

|z—z|<2|h|} |z — 22 |y — 2|2

1+ h — 2 Yo — 22

]:_/ oz +h) —¢(z))dz,
: {lz—z|<2[h|} |z + h — z|? |y—z|2( ( ) (2))
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(p(@) — (2))(@1 — 1)
Ig =
/{|xz|>2|h|,yz|<2|h|} { |z — 2]?

_ (pe+h) = o(2) (@1 + I — 21)} Y2 — 2
|z +h — 2] ly — 2[?

(p(z) — ¢(2))(x1 — 21)
[4 =p.v.
P /{|z—z|>2|h|,y—z|>2|h|} { |z — 2|

(plz+h)—p) (1 +h —21) ] Y2 — 22 d
_ z.
|z +h— 2 ly — 2|2

Usando el lema[2.2] podemos acotar directamente

o 1 2h
11| <M/ ly2 = 2l M/ dz:M/ 2rdr=4m M|h|.
{|lz—2z|<2|h|} |Z/ — z|? {ly—z|<2|n|} ly — 2| 0

ly2 = Z‘;' < 4w M]|h).
{|z—z|<2|h|} ly — 2|

dz,

|| < M

Por el teorema del valor medio, y por ser ¢ es lipschitz, para |z — z| > 2|h| tenemos
que

‘ (p(x) = () (1 = 21) _ (pr+h) —p(2))(@1+ = 21)

|z — 2|2 |z + h — z|?
(11 —21)  (p(w) —p(2)) I (p(x) — p(2))(21 — 21)
< o
L P i e TR PRy
clhl C
< <=,
Tle—z] T 2

donde en el pentltimo paso hemos usado que |z—z| > 2|h], |c| < |h| = |z+c—2]7! <
2|z — z|~1. Con esto podemos acotar

IIy) g/ o=zl o/ dz < 20|,
{|lz—z|>2|h|,|ly—z|<2|h|} ly — z|? {ly—z|<2|h|} |?J — 2|

Hasta ahora hemos seguido, ampliando detalles, la demostracion dada en [23]]. En
esta referencia la cota de I, tiene un fallo, por lo que usaremos una propia. Descompo-
nemos el factor entre corchetes de I, como

(p(x) = w(2))(z1 — 21) B (p(z+h) —p()(z1+h — 1) T T 4T
|z — 2] |z 4+ h — z|? prazmas

donde

7 _ (@) =) (@1 —21) (@) = (@) (@1 + = 21) _ ((2) = ¢(2)) (M)
1 |z = 2|? |z = 2? o=z
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7 _(pl) =)@+ —=z)  (p@) = (@) (@ + = 2)

I = |z — 2|2 B |x 4+ h — z|?
1 1
:(QD(ZE) - (10(2’))(.271 + hl - Zl) ’Q? _ Z|2 - ‘il') +h— Z|2 )
7. - P@) —p())(@+ M —21)  (plz+h) = p(2)) (@1 +h —2)
’ |z +h— z]? |z +h — 2|2
_ (1 + Dy — 21)
= [p(z) — p(z + h)] Teth—

Como ¢ € C°, en particular es Holder C'/2, por lo que

= _ llellerz|h]

| < ——.

| 1| = ’x _ 2‘3/2

Por el teorema del valor medio, en la regién de I, tenemos

1 1 COlh|
<

T— 22 |zt h—zP2| " |z —2]3
\ 2 |z +h—z?] | K

Usando también |z + h — z| < 2|z — z|, podemos acotar

Clhl_ _ lleller=Clhl
r—2z]3 T |z— 232

|Ia] < () = o(2)lle + h — Z!,

Dejaremos el término /3 para después, pues necesita un valor principal y no funciona
una cota directa. Gracias a las cotas anteriores,

—_ — Clh
(| 2 3/2
{|lz—2|>2|h|,|ly—z|>2|h|} ly — 2| {|lz—z|>2|h|,|ly—z|>2|h|} |z — 232y — 2|

Aplicando Holder con exponentes 5/2y 5/3, y ampliando los conjuntos de integracidn,

/
9 az

1 3/5 1 2/5
: ) ()
</{|ac—z|>2|h|} |z — 2[3/2 {ly—=|>2|n|} ly — 2[>/2

Cambiando a polares es f4cil obtener f{\x—z\>2|h\} mdz = C|h|~/2, por lo que los

términos correspondientes a 11|, |12| se acotan por C|h|*/?

correspondiente a 3, que es

. Queda acotar el término

(x1+hy —21) Y2 — 20
p.v. / [o(x) — p(z + h)] dz.
{la—21>2]h],ly—z|>2/h]} lz+h—2 |y — =z
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Vamos a probar que

r1+h — 2 -
‘p.v./ L ! 21y2 222dz <,
(a—z|>20ljy—=>2l} 1T+ —2[* Jy — 2|

para alguna constante C' independiente de h, si h es suficientemente pequefio. Al ser el
término restante esta integral multiplicada por ¢(z) — ¢(z + h), que se puede acotar
por ||¢||Lip| k|, habriamos terminado. Descomponemos en dos sumandos

1+ h — 21 Y2 — 22
p.v. 5 S dz
{a—z1>2hlly—z>2) 1T+ h— 2z |y — 2|
xr1 — 2 — Z
:pu/‘ S P 2.6)
(le—zl>2lnl Jy—zl>2m) 1T = 2[* [y — 2|

x1+h —z Ty — 2 -z
n / ( 1 1 21 ! 12 ) Yo 22 d=.
(a—z[>2lhl,ly—z|>2n \ [T +h— 2| lz—22) |y — 2|
Para el segundo sumando, como en esta region no hay singularidades en el denomina-
dor podemos aplicar el teorema del valor medio, obteniendo

x1+h — 2 Tr— 21\ Y2 — 22
2 2 de
{o—z>2lhlly—z=>2n) \|T+h =22 |z —22) |y — 2]

- o,
= S asls 20l fy—sl2my 17— 2Py — 2]

Utilizando Holder con exponentes 2/3,1/3, y ampliando la regién de integracion, ob-
tenemos

T1t+hi—2z x1—z21\ Y2 — 2
2 2 Qd'z
(a—z|>20hl,jy—2l>2/h} \ 1T+ P — 2| |z —22) |y — 2|
1 2/3 1 1/3 1
ST RS T R S L
{|z—z|>2|h|} |z — 2| {ly—z|>2|n|} ly — 2| 2|h|

Queda acotar el primer sumando de (2.6)). La integral definida en R? estd bien definida
como valor principal, como hemos visto anteriormente. Podemos reescribir el sumando
como

Tl — 21 Y2 — 22
p.v. 5 2dz
{Jz—z|>2|h,|ly—2|>2|h|} |z —z|? |y — 2|
:pv/ xl_Zly2_22dZ—pU/ T YT E
re [T — 22 [y — 22 {le—sl<2llyufly—=l<2iny [T = 21 ly — 2[7

(2.7)
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Para = # y, las singularidades del denominador son integrables, por lo que el segundo
sumando de tiende a 0 con |h|, y en particular lo podemos acotar independien-
temente de h para |h| suficientemente pequefio. Para x = y, el segundo sumando es
nulo por simetrfa. En conclusion, tenemos acotado (2.6) independientemente de h (su-
ficientemente pequeiio). Notese que esta cota es para x, y fijos, pero arbitrarios, lo cual
es suficiente para probar la continuidad en = (no uniforme).

Ahora queda probar la continuidad en y, pero veremos que se reduce al caso ante-
rior. Ahora tenemos que acotar

pu/‘“‘“lm‘@<wm—wu»m

we |2 — 2 Jy — 2
I — 2 y2+h2—22
- . . o d
> /]1%2 |z — 22 |y + h — 22 (p(r) — ¢(2)) dz

1f=l T A TR 0y () de,

ly—z|<2|h|} |z — 2| ly — 2|?

donde

T1— 21 Y2+ ho — 2o

L-- (o) = ol2)) d,
’ (y—zi<2ipy 1T — 22 [y + 7 — 22

(T1—21) [ya—20  Yat+hy— 2
1y = / (p(2) = ¢(2)) - dz,
’ {lz—z<2lhl,ly—z[>2|n} e — 22 ly—=2? |Jy+h—z?

(k1 —21) [y2—220 Yo+ ha— 29
L=po. | (o) - 9(2)) - 2.
- {la—z|>21h],ly—=I>2/h]} lz =2 Ly =2 |y+h—2]

Cada I, es andloga a la I; de la ecuacién (2.3)), y en algunos casos mds sencilla, ya
que ahora ¢ no cambia con h. Esto permite concluir que H; es continua, y con ello la
prueba de la proposicion. [

En general, al operar nicleos como K (1.2)) se obtienen funciones con singularida-
des a lo largo de la diagonal. Sin embargo, la estructura particular del término no lineal
da lugar a una funcién H,(z,y) discontinua en la diagonal, pero acotada. Delort [{]
fue el primero en observar esto, lo cual resultard fundamental para el tratamiento de la
discontinuidad.

2.2. Teorema de Delort

Vamos a presentar el teorema de existencia, y a lo largo de la seccién daremos la
demostracion. La idea serd probar la convergencia de la no linealidad en la formulacién
de la vorticidad, para probar posteriormente que implica la convergencia en la formula-
cién de la velocidad (1.7). Sobre el espacio de Sobolev H ! inicamente vamos a usar
que es el dual del espacio H}. Al tener H; < LP para cualquier p > 1, por dualidad
tenemos que L? — H~! para cualquier p > 1.
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Teorema 2.3 (Delort, 1991. [8]). Sea T > 0, y sea uy € L7 _(R?) con V*+ - uy =
wo = wjy + wy, donde wjy € RM(R?) N H~*(R?) con soporte compacto y positiva, y
wy € LP(R?) con soporte compacto, donde p > 1. Entonces existe una solucion a las

ecuaciones de Euler (1.77) con dato inicial ug, con w(t, ) = W'(t, x) + w"(t, x), donde
W' e L>([0,T),RM), " € L>®([0,T],L7) Vqe€ll,p].

Teorema 2.4 (Vecchiy Wu, 1993. [31])). Sea T > 0, y sea ug € L3, .(R?) con V+-ug =
wo = wjy + wy, donde wly € RM(R?) N H~*(R?) con soporte compacto y positiva, y
wy € LY(R?) N H~Y(R?) con soporte compacto. Entonces existe una solucion a las

ecuaciones de Euler (1.7) con dato inicial vy, con w(t,z) = W'(t,x) +w”"(t, ), donde
W' € L=([0,T),RM), " € L>([0,T],L").

Nota 2.1. Haremos las dos demostraciones juntas por ser iguales en gran parte. El
segundo teorema solo afiade el uso del teorema de Dunford-Pettis, que enunciaremos
después.

Demostracién: Fijamos ug € L7 (R?*) con V* - uy = wy = wj) + wjj, donde
wh € RM(R?) N H~*(R?) con soporte compacto y positiva, y wj € LP(R?) con
soporte compacto, sip > 1,y wy € L' N H~! con soporte compacto, si p = 1.

Por tener soporte compacto, tenemos la inclusién continua L < L*, por lo que

/ dlwo(x)] < / dlu(z)] + / wl(@)ldz < oo,
R2 R2 R2

por lo que estaremos en las condiciones del teorema|I.4]al regularizar. Este implica que
existen soluciones u¢(t,z) € C([0,T] x R?) a con dato inicial uf = ug * p° y
con la descomposicién u (¢, 2) = @ (z) + u®(t, ), con |[u(t,-)|| 2 < C(T), ademds
de que w® estd uniformemente acotada en L*.

Al tener para p > 1lainclusion LP — H™', ||w§||z-1 < C. Veamos que w® € H !
al variar t. Como u°(t, -) estd uniformemente acotada en L2, ||V* - uf|||g—1 < C(T).
De la desigualdad triangular

[l Ollz-2 < NIVl + [V - w(#)] ]2

< lwilla-1 + V5 u(0)]| -2 + [[V5 - w* ()] |2 < C(T),

por lo que la sucesion w® estd uniformemente acotada en L>°([0, 7], H~'). Por com-
pacidad *-débil, una subsucesion converge a

w e L®([0,T], H ' (R?) N RM(R?)),

que es nuestro candidato a solucién de (1.7)).
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La descomposicién de w es consecuencia de las trayectorias (proposicién [I.3). Al
ser w® regular, existen las trayectorias X ° y satisfacen

w*(t, X°(t, o)) = wi(@) = wp () + wp® ().
Esto permite considerar
W (t, Xt @) = wi (@), W™ (1, X5(t, ) = wi(a),

lo que nos permite deducir usando que w’ es positiva

5t o)lds = [

R

w’a(t,x)da::/ w(’f(a:)dm:/ dwi ().
2 R2 R2

R2

De nuevo debido a las trayectorias y usando propiedades de aproximaciones de la
identidad,

7 - 17 " o 1”19 19
Wt fds = [ i@l < [ oltds =11 < Coll I
R2 R2 R2

(2.8)
Tomando limite *-débil en subsucesiones con ¢ — 0, tenemos la descomposicién del
teorema Queda ver que el limite w satisface las ecuaciones de Euler. Por propie-
dades del limite débil, solo necesitamos demostrar que el término no lineal converge.
Con la funcién H,, de la proposicién 2.1} tenemos que ver

T
p.v./o /RQ/WwE(t,x)wE(t,y)z/J(t)HQp(:c,y)dxdydt )

—e 40 p.v./o /1[@2 R2w(t)H¢(x,y)(dw(t,$) ® dw(t,y))dt,

y probar que esto implica que el término no lineal de converge. Hemos denotado
por i1 & o la medida producto de pi1 y puo.

Sea y € C§°(R?) tal que y = 1 en un entorno de 0. Vamos a usar la descomposicién
H, = Hy+ H, de la proposicién 2.1, Como Hj solo es discontinua en la diagonal y se
anula para |z|, |y| suficientemente grandes (ver proposicién 2.1), 1a funcién H (z, y) +
(1 —x(z —y))H(x,y) es continua en R? xR? y tiende a 0 en el infinito, por lo que al
ser L>([0,T], RM x RM) el dual de L*([0, T], Cy x Cjy) tenemos

/0 /RQ/RQWE(@JJ")WE(@ Y)U(t) [Hi(z,y) + (1 — x(z — y))Ha(z,y)] dedydt

—>E_>0/O /1@2 R27,0(15) [Hi(xz,y)+(1—x(x—vy))Hy(z,y)] dw(t, ) @ dw(t,y)dt,
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entendiendo el limite tomado posiblemente en una sucesion de . Nos proponemos
demostrar que

/OT/RQ/RQwE(t, x)w (t, y)Y(t)x(x — y)Ha(x, y)dxdydt

T
oo [ ][ vl — ) Hate)datt, o) o dute, e
0 Jr2JR2
Por la proposicién 2.1] tenemos que Hy(z,y) = (¢(z) + ¢(y))h(z,y), con h acotada

en el plano y discontinua en la diagonal. Por linealidad de la integral y analogia entre
x, 1, serd suficiente probar que para ¢ suficientemente pequeio

/0 / / W (8, ) () () x (& — v)(y)h(z, y)dadydt

g (2.10)
_/0 /R? R2¢(t)x(:ﬂ —y)e(y)h(z,y)dw(t,x) @ dw(t,y)dt| < n,

para 7 > 0O arbitrario. Antes de obtener esta cota, demostraremos algunos resultados
auxiliares.

Lema 2.5. Una medida n € H '(R?) N RM(R?) es difusa. Es decir, Vz, € R?
p({wo}) = 0.

Demostracion: Toda medida finita se descompone de forma tnica en p1 = g + g,
donde 114 es medida difusa y 1, es medida discreta, es decir, f1, = Y A;d,;. Es habitual
usar el subindice a para medidas discretas en referencia al término atomic. Dado z €
R?, elegimos g € C§°(R?) tal que g = 1 cerca de 0. Definiendo

QA@ZQ(Q;£Q>,

o

es directo ver que la sucesién g, estd acotada en H'(R?) cuando ¢ — 0, y tiende
débilmente a 0 € H'. Esto implica

Ifm {1, g») = 0.

o—07t
Por convergencia dominada, y como g, — 0 salvo en un conjunto de medida nula para
s (td, §») — 0. En cambio, si existe algin j tal que zg = x;, (ita, o) — A; # 0, 10

cual es contradictorio, luego p = fig4.
O

Proposicion 2.6. Si t, — to y e — 0 (de forma que w®*(t,) converge débilmente),
entonces para cualquier g € C° se tiene

[ trg@iis > [ g@)daftnz).
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Demostracion: Sumando y restando [ w®* (to, 2)g(2z)dx, tenemos

[t g@yin — [ et lgla)de o

pues w* estd acotada en Lip([0, 7], H,,*~*(R?)) C Lip([0, T], D’'(R?)) uniformemen-

loc

te (ver teorema (I.4)), siendo D’ el espacio de distribuciones. Por otro lado,

[ tmnig@le > [ gttt o)

ya que tenemos convergencia débil.
O
Sea R > 0 tal que el soporte de ¢(z)x(x —y) C B(0, R) x B(0, R).

Proposicion 2.7. Existe una familia de conjuntos abiertos {V;} entornos de la diago-
nal de B(0, R) x B(0, R) y una sucesion {c;} tal que

T
1
/ W (1, 2)||WF (¢, ) dadydt < = Ve € (0,¢)). @11
0 JV; J

Demostracion: Mostraremos que el resultado se cumple para

Vi = {(z,y) € B(0, R) x B(0, R); [x — y| <rj},

donde {r;} es una sucesién que tiende a 0. El miembro de la izquierda de (2.11)) se
acota trivialmente por

T
esssup  sup / |we(t, z + 2)|dz (/ |w’5(t,x)|d$dt) : (2.12)
t€[0,T] zeB(0,R) ¥ |2|<r; 0 JR2

y a su vez el segundo factor de esta expresion estd acotado (ver teorema [[.4)), por
lo que es suficiente demostrar que podemos elegir r; de forma que el primer factor se
acote por 1/j. Procederemos por reduccién al absurdo.

Si no es posible elegir tales 7;, entonces existe un § > 0, y para cada /V suficiente-

mente grande valores ey € (0,1/N), zy € B(0, R) cumpliendo

§ < ess sup/ W™ (t, xn + 2)|dz. (2.13)
tefo,7] J|z|<1/N
Esto implica que existe para cada N un ¢ tal que

||(,U”€N(tN7 ')HLP < ||w//eN||Loo([0,T],Lp)7

5§/1 W (b, oy + 2)|dz.
|z|[<1/N
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Al pertenecer ¢ y x a conjuntos compactos, a través de subsucesiones tenemos conver-
gencias xy — 9 € B(0, R), ty — to € [0,T]. Gracias a que w’ es positiva tenemos

que
/|(JJE|—2/|W”€| §/|w/a|+/|w/lel_2/|w//5| S/w/a_/|w//5| S/WS-

(2.14)

Considerando g € C2° positiva con g = 1 cerca de o,

/ N (b, )9 (2)da > / W (b, ) |g(2)dz — 2 / W (. 2)| g () da.

Utilizando (2.13) y (2.8), y utilizando Holder (si p > 1) podemos acotar para N sufi-
cientemente grande

[ v gta)do 2 5 =yl sl

Por la proposicién tomando limite en N tenemos

/mmmwmmza—qm4mmmm.

Como g < o0, haciendo el soporte de g tender a x( el miembro de la derecha tiende a
§ > 0, y el de la izquierda a 0 por el lema[2.5] lo cual es contradictorio.
Para el caso p = 1, usaremos el teorema de Dunford-Pettis, que puede verse en [2].

Definicion 2.1. Un conjunto ¥ C L' es uniformemente integrable si para cada ¢ > 0
existe un 0 > 0 tal que
JREE
E

Teorema 2.8 (Dunford-Pettis). Sea F un subconjunto acotado de L*(p). Entonces F
es uniformemente integrable si y solo si es un conjunto relativamente compacto de
LY () con la topologia débil.

para cualquier |E| < 0, f € F.

Como wj® — w{ en L', la sucesién w{® es uniformemente integrable. Al transpor-

tarse w; con las trayectorias, y las trayectorias preservar la medida de los conjuntos,
w’®(t) es uniformemente integrable, por lo que existe un Ny tal que VN > Ny,

/ WEN (2 + 2)|dz < 0/,
|21<1/N
Uniendo esto a (2.14) y (2.13), deducimos que para N suficientemente grande
/ WN(t,xny + 2)dz > §/2,
|z|<1/N

contradiciendo de nuevo la difusividad, y probando finalmente la proposicion. ]
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Nota 2.2. Este resultado es el uinico que no es fdacilmente modificable cuando w' no
tiene un signo definido. En el siguiente capitulo veremos una adaptacion para un caso
con simetria.

Consideremos un dltimo lema antes de probar la cota (2.10).
Lema 2.9. La diagonal x = y de R* x R? es de medida d|w(t,x)| @ d|w(t,y)|- nula.

Demostracion: Como w € H™', w es una medida difusa, y por tanto p = |w|
también. Esto implica

[ temnduttaisaution = [ duteon) ([ 1p-nduten)
R2xR2 R2 R2

_ /R2 du(t,y) (/{y} d,u(t,a:)) = /R2 p{yt(t)du(t,y) =0,

ya que el integrando es nulo en todo y.
O
Para probar (2.10), consideramos para cada j una funcién 6; € C° tal que 0; = 1

cerca de 0, con valores en [0, 1] y con supp(6;(z —y)) N (B(0, R) x B(0,R)) C V;.
Usando la desigualdad triangular, separamos en los sumandos

/0 /]R /]R w (t, 2w (t, y)v(t)x(z — y)e(y)h(z, y)dedydt

—/0 /RQ R2w(t)x(a:—y)sa(y)h(ﬂf,y)dw(t,x)®dw(t,y)dt‘ < || + | L]+ |13,

donde

= | [ [ ] oo — e = v)othe v

il =| [ [ [ a0 nu 00 - 6t - ewinte, syt
=[] 00 = st = st ot @ ot e,

w={[ [ [ 00 - 0 = et ), @ dote

_/0 /R ng(t)x(:c — )W) h(z,y)dw(t, z) ®dw(t,y)dt‘,

Como la diagonal es de medida dw ® dw- nula para cualquier ¢, tenemos que yhe(1 —
6;) = xhy (dw ® dw-en casi todo) al tender j; — oo. Por convergencia dominada,
|I3] — 0. Para |[;| podemos acotar

T
L] < e 1Al ool Lo / / W (£, )| (¢, )| dadydt,
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que tiende a 0 con j, € por la proposicién Como para cada j la funcién del inte-
grando en [, es continua, tomando € — 0, por convergencia débil y dualidad entre
L>([0,T], RM x RM) y L*([0,T],Cy x Cy), |Is| — 0. En conjunto, esto muestra
que para j suficientemente grande, ¢ suficientemente pequeio, tenemos (2.10). Hemos
probado la convergencia del término no lineal de la vorticidad, y queremos ver que se
tiene para las velocidades.

Para completar la prueba del teorema solo queda probar

/ T [ it ez | ) [ttt oo

y hasta ahora hemos probado

| [ seeuii— [ [ oo s,

por lo que queda ver que los miembros de la derecha coinciden. Al no ser u regu-
lar no podemos aplicar las mismas operaciones que antes. Hasta ahora hemos usado
w®(t, x) como la solucion correspondiente al dato inicial regularizado. La idea ahora es
regularizar directamente la solucion w(t, z) € L>([0, 7], H'). Definimos w® como

w(t, x) = p° xwl(t),

donde p° es una aproximacion a la identidad con supp(p®) C B(0, ). Tenemos enton-
ces que
W weH!

al fijar ¢, en casi todo ¢, por propiedades de aproximaciones de la identidad. Como w*®
estd uniformemente acotada en Lip([0,T], H~ ) para algtin L, también lo estd w, ya
que

[lw(t1) —w(ta)|[ =
< lw(ty) = w*(E) [ g-2 + [Jw(t2) — W (E)|[g-2 + Jw™(t1) — " (t2)[| -1,

y podemos aplicar la cota Lipschitz en el tercer término, mientras que los dos primeros
son arbitrariamente pequenos.

La desigualdad de Young para convoluciones establece que dados «, 3, 7 tales que
1/a +1/8 = 1+ 1/, se tiene que ||  gllz < ||llz=lgllzs. Como [|of|[ps = 1
para cualquier £ > 0, tenemos la descomposicion w® = w’® + w”® con las propiedades
w'® € L>([0,T], RM), positiva, y w" € L>°([0,T], LP). Esta regularizacién también
hace que w°® esté uniformemente acotada en Lip([0, T, H~*), ya que

[|w®(t1) —w (t)||lg-= = sup (W (t1) — w(t2), h),
heHE ||h||=1

y podemos reescribir, imponiendo que p° tenga simetria par,



2.2. TEOREMA DE DELORT 35

w(t)|a-cllp™ * |

(Wi(th) = wi(t2), h) = (p * (W(tr) = w(t2)), h) = ((W(tr) = w(ta)), p" * h)
[(w(t) = w(ts)
(w(ta) = w2k,

lo que concluye
|l (t1) — w(t)|[m-2 < [[(w(t1) — w(t2))||-2 < Cltr —taf.

Las derivadas las podemos pasar al mollifier, que es regular, con lo que de w® =
V4us se deduce we(t, ) = p° * w(t) <= u(t,x) = p° * u(t). Por tanto,

ut —uel? (2.15)

para cada ¢ fijo. Para cada ¢ € C2° — L™ se deduce de (2.15)) que

/R ) uiusp(2)dz = | uruzp(2),

RQ

por ser un operador continuo sobre L?
en L>([0,T], L?

loc

(t) € C° — L' podemos aplicar convergencia *-débil y deducir

i.- Por estar ademas u° uniformemente acotada
), y por tanto ufu$ uniformemente acotada en L>([0, T, L}, ), para

loc

/OT /RQgi(t,z)yé(t,z)w(z)w(t)dzdt_> /0 T /R2 uy (t, 2)us(t, 2)p(2)(t)dzdt.

Para las soluciones regulares sabemos que
T
| [ o eevd
0 Jr?
T
— [ [ [ B @ ooy
0o Jr2JR2

y al satisfacer w® las mismas propiedades que usamos de w® para probar la convergencia
de (2.9), concluimos la prueba.
[

Observaciones

Aunque el dato considerado en este capitulo no es suficiente para garantizar conver-
genciaen L} para la velocidad, si garantiza que no hay concentracion de la vorticidad
en puntos, como hemos visto a lo largo de la prueba. Otros resultados garantizan la
existencia de solucidn si u® satisfacen alguna condicion adicional a las ecuaciones de
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Euler. Por ejemplo, en el articulo [26] se prueba que es suficiente que w se concentre en
una curva y(t) € C'/2. En el capitulo 4 veremos una condici6n alternativa relacionada
con espacios de Hardy.

Como hemos comentado, la hipdtesis de signo positivo solo es importante para de-
mostrar que (2.12) tiende a 0, o en otras palabras, que la integral de la vorticidad en
bolas de radio pequefio, es pequeiia. En el ejemplo[I.1|hemos visto que esta condicién
no se cumple para cualquier aproximacién de soluciones suaves. Cuando la vortici-
dad tiene signo y la velocidad estd localmente en L?, podemos probar la condicién, y
obtener el ratio de convergencia optimo.

Proposicion 2.10. Sea u(t) regular, acotada uniformemente (en tiempo) en L7 (R?),

loc
con w = VL U 2 0 en un entorno de x. Entonces, para |.77‘ acotado se tiene

sup / |lw(t,z + 2)|dz < C|log(8)] /2.
{lz[<d}

0<t<T
Demostracion: Consideramos la funcién

(1 si lz] <6

ns(z) = log(v4/lz) si 6 < |z <0 (2.16)

log(1/V/3)

L 0 si lx| > 6

para 6 < 1. Esta funcién es continua y se anula lejos de 0. Gracias a que la vorticidad
es positiva cerca de x, podemos acotar para o pequefo

/ lw(t,z + 2)|dz < / w(t, z)ns(x — 2)dz = / w(t, 2)ns(x — z)dz
|2|<8 R2 B(z,V3)
—— [tV 2)de < [l | Tl
B(z,V5)

ya que el intervalo de integracion es un conjunto acotado. Por hipétesis el primer factor
se acota por una constante, por lo que es suficiente probar una cota logaritmica en el
segundo. Derivando en la expresion (2.16), se concluye la prueba.

O

Este resultado se debe a [26]. En [23]] hay un ejemplo que muestra que esta cota
es Optima. Esto nos da una prueba alternativa a la proposicion La ventaja de esta
prueba es que solo necesita que la vorticidad sea positiva localmente.

Ademads de considerar soluciones exactas para el dato inicial regularizado, hay
otras técnicas muy estudiadas que conducen a pruebas alternativas al resultado de De-
lort. En [23]] se prueba que el limite de soluciones a la ecuacion de Navier Stokes con-
verge a una de Euler para datos andlogos a los considerados por Delort. Este método se
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denomina vanishing viscosity. Otro tipo de técnicas son los denominados vortex met-
hods, muy apropiados para el estudio numérico de la ecuacion. Un resultado anédlogo al
de Delort con estas técnicas se puede ver en [21]. En el trabajo reciente [4] se utilizan
estas técnicas para obtener soluciones con propiedades fisicas como la conservacién
de energia o la existencia de trayectorias.

A pesar de la variedad de resultados, todos necesitan la hipétesis de vorticidad posi-
tiva cuando w es una medida finita en !, o alguna simetria. En el siguiente capitulo
veremos el primer resultado que permitié cambios de signo, aunque en condiciones
especiales de simetria.
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Capitulo 3

Vorticidad con simetria axial impar

En este capitulo vamos a seguir las ideas de [22] para probar un resultado andlogo al
del capitulo anterior, considerando ahora una vorticidad inicial con soporte compacto,
que es positiva en el semiplano derecho, y simétrica impar respecto al eje vertical.
Nuestro objetivo principal es probar una cota para la expresion (2.12)), que es el dnico
resultado que usa la hipétesis de signo. Comenzaremos por probar nuevas cotas para
terminar con el teorema de existencia.

Definicion 3.1. Diremos que una medida . es no negativa, simétrica impar o NMS
(nonnegative mirror-symmetric) si la restriccion de  al semiplano {x; > 0} es no
negativa, y para cualquier o € Co(R?) par respecto a x; = 0 se tiene {y, p) = 0.

Cuando consideramos vorticidades sin signo fijo, al evolucionar con las ecuaciones
de Euler se forman figuras de gran complejidad. Algunos ejemplos obtenidos con mé-
todos numéricos pueden verse en [23]]. Una propiedad clave para un dato NMS es que
mantiene la propiedad de ser NMS al evolucionar con las ecuaciones de Euler, lo que
nos permite controlar dénde se produce el cambio de signo. Ademads, una vorticidad
NMS con soporte compacto da lugar a una velocidad en L?(R?), ya que por simetria
la media de la vorticidad es nula. Serd habitual considerar a la vez x y su simétrico
respecto al eje x; = 0, por lo que usaremos la notacién z* = (—x1, x2). Para probar
que la propiedad NMS se conserva usaremos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Sea f € LP(R?) para algiin 1 < p < 2. Entonces K x f € LP"(R?),
donde p* = 2p/(2 — p).

Demostracion: La teoria utilizada en esta prueba puede verse con detalle en [28].
Consideramos el potencial de Riesz de primer orden /;. Entonces su transformada de
Fourier aplicada a una funcién f es

Lif(€) = [2m€ 71 £(9).

Consideramos también las transformadas de Riesz R;, R». Sus transformadas de Fou-
rier satisfacen

39
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Z.fjf(f)
IS

donde ¢ es la unidad imaginaria. Como sus transformadas de Fourier coinciden, tene-
mos la relacién

R;f(€) =

[1le = KQ * f

Dado 1 < g < o0, la transformada de Riesz es acotada de L9 — L9. Por el teorema de
Hardy-Littlewood-Sobolev, el potencial de Riesz es una aplicacion continua de LP —
LP". Se concluye que

1Kz * fllprr = 1R fll e < ClRflle < CIf] 10
O

Proposicion 3.2. Sea w(t, ) la solucion a las ecuaciones de Euler con dato inicial
wo € C°(R?), que es NMS. Entonces w(t,x) es NMS para cualquiert > 0.

Demostracion: Definimos la funcion
w(t,z) = w(t,x) + w(t,z*).

Entonces, por hipétesis w(0, z) = 0. Serd suficiente probar que su norma L? no crece
con el tiempo. Como w satisface (1.5)), se tiene que

Owo(t, x) +u(t,z) - Va(t, x) =0w(t, x) + dw(t, z*) + u(t, z) - Vw(t, x)
=—u(t,z) - Vw(t,x) — u(t,z*)V(w(t,z"))

u(t,z) - V(w(t,x)) +u(t,z) - V(w(t,z"))

= —u(t,2")V(w(t,27)) + u(t, z) - V(w(t, z7)).

Utilizando la ley de Biot y Savart (I.2)), se tiene que u(t,z*) = —(Ks * w)(t, z*), por
lo que
Owo(t, z) + u(t,z) - Vo(t,z) = (Ko xw)(t, z) - V(w(t, x¥)).

Multiplicando por 2, integrando en R? y utilizando la desigualdad de Holder para
cualquier p > 2,

d
Zl@ll7e < NI[2 ][ K 5 @] 2vso-2 | [Veo] 1o

Como 2p/(2—p) = (p')*paral < p' = p/(p—1) < 2, podemos aplicar la proposicién
B.1]y obtener ||Ky * @||p2nm-—2 < Cpl@]|r < C|[@]]12, ya que el soporte de w es
compacto para 0 < t < T (ver teorema|l.4]).
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Utilizando la desigualdad de Gronwall, obtenemos que (¢, x) = 0, lo que implica
que w es impar respecto a 1 = 0. Queda ver que el semiplano z; > 0 mantiene el
signo constante.

Por la ley de Biot y Savart, la simetria respecto a x; = 0 implica que en los puntos
(0, z5) se tiene que u; = 0. Al ser el plano z; > 0 invariante con las trayectorias, se
mantiene la no negatividad, y por tanto la propiedad NMS.

[]

Esta propiedad es crucial, ya que antes vimos que si la vorticidad es localmente
positiva, no se concentra. Solo necesitamos probar que no se concentra cerca del eje
x1 = 0, que es donde hay cambio de signo.

Lema 3.3. Sea wq una funcion regular con soporte compacto y NMS. Sea v = (uy, us)
y w la solucion a las ecuaciones de euler con dato inicial en vorticidad w,. Entonces
para cualquier funcion o regular con derivadas acotadas hasta segundo orden en el
semiplano x, > 0, tenemos

d 1 [
G| eetade == 5 [ 0P 0.0,00,00.m)ds,
l {z1>0} 2 —0o0

+/ (u%_ug)&m&m@ — U1U2(Dyy Opy 9 — Oy Oy p)diw
{.’E1>0}

Demostracion: Derivando el miembro de la izquierda e integrando por partes,

d oo o

— o(x)w(t, x)dr = —/ / oV - (uw)dxodry

dt {z1>0} 0 —o0

= / / u - Vowdrodr, — lim pwu - ndsS,
0 J-oo R—=00 Jr1z|=R,z,>0}
donde el término de frontera se anula en || = R por el soporte compacto de w, y
también en z; = 0 porque u; = 0, y la normal n = (—1,0). Utilizando ahora que
w=V!.u=-V-ut, eintegrando por partes,
/ / u - Vpwdradr,
0
/ / (u- V) - utdrodr; — lim (u- Vo)ut - ndS
00 J{lo|=R.1 20}

/ / (u- V) - utdrodr, — / (u- V)ut - (—1,0)dS.
{z1=0}
3.1)

Utilizando de nuevo que en z; = 0 tenemos u; = 0, el segundo sumando de (3.1) es
igual a

/ (U2)2(0,$2,t)ax2g0(0,x2)dg;2_

o0
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Desarrollando las derivadas del primer término, y utilizando que 0,,u; = —0,,uz, el
primer sumando se reescribe como

2
/ / (‘ | ) VLSO + ( - ug)axﬁm@ - u1u2(axlax1(p - aﬂczawz(p)dedxl'

Para probar el lema solo falta ver que

2 o0
/ / (| | ) VLSOd.Ile’l ;/ (u2)2(0,x2,t)6’w290(0,xg)dm-

Integrando por partes el miembro de la izquierda, ya que —0,, 0,0 + 01,0, = 0
solo queda el término de frontera, que no es otro que

2
, u
lim [u®
R=00 J{|z|=R,z1 >0}

En (T.3) vimos que al tener w soporte compacto e integral nula, |u|> = O(|z|~*), por
lo que la integral anterior se anula en |z| = oo, quedando

1 o0
lfm PGy as = 1 [ 00,22, 001500, )

R—o0 {|z|=R,z1>0} 2 0o

]

Corolario 3.4. En las condiciones del lema anterior, existe una constante C depen-
diente de wq, ug, T, L tal que

T L
/ / |5 (0, o, 1) [Pdzodt < C.
0 —L

Demostracion: Vamos a aplicar el lema anterior con ¢ = arctan(z,). Integrando
en tiempo, obtenemos

/ arctan(zo)(w(T, x) — w(0, z))dz
{z1>0}

2(0 2
/ / “”’ dzodt— / / St o,
1-1— (22)? {x1>0} (14 (29)%)*

(3.2)
Podemos acotar la expresion del corolario por

//|u20x2, 1) 2dwadt < ( 1+L2// Ox?’ )det.
1+ J/’Q
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Al ser el integrando positivo, podemos extender la integral, resultando

2(0, o,
/ / |UQ 0 ZL’Q, ’ d$2dt < C/ / 1+ 1}22 )d th

Usando ahora (3.2), y que | arctan(zy)| < 7/2,y |xa]/(1 + 2*)* < 1, tenemos

T L
/ / |U2(0,$2,t)|2d$2d{;
0 —L

T
{z1>0} 0 J{z1>0}

que estd acotado por ser w € L>([0, 7], L') y u € L=([0,T], L?) (ver teoremal[l.4).
[
Finalmente, usando esta cota podemos controlar la integral de w en bolas de radio
pequeiio, en un punto de la frontera z; = 0.

Proposicion 3.5. Sean u,w las soluciones correspondientes a la ecuacion de Euler
con dato inicial wy regular, NMS de soporte compacto. Dado xy = (0,a) € R% y L,
tales que (a — 0,a + ) C (—L, L), se tiene que

L 1/2
[ttt evi ([ ju.nntan)
B(x0,9) -L

donde C es una constante universal.

Demostracion: Por la ley de Biot y Savart (1.2))

t)dyad
O .1;'2, / / 27‘{' y2)2)w(y7 ) Y2aY1,

y usando la simetria del integrando respecto a y1,

2(0, z9, 1) ,H)dyodyy,
? // m(yi + (z2 — 112))(y)y2y1

donde el integrando es positivo en el dominio de integracion. Integrando respecto a -,

a+ a+d
d t)dysdy,d
/a |ua(0, 2o, t)|dzy = /a / / ?/1 (22— 32 w(y, t)dyadyr da,

hn
dxodysdyy .
/ / ws Bt (@—p?)
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El dltimo integrando tiene como primitiva arctan “y;lw Por ser la funcién arctan mo-
nétona, podemos estimar

a—s Yit+(22—12) % n

con lo que acotamos, utilizando que w también es positivo en y; > 0,

a+d
/ |ug (0, z9, t)|dxy > / w(y, t)@dy. (3.3)

-6 {y1>0,|ly—=zo|<d}

Para poder acotar la integral de w necesitamos una cota inferior para g. Esto es posible
gracias a la restriccion del intervalo de integracion. g se puede escribir como ¢(y) =
arctan(z—+h)—arctan(z—h) paraz = (a—y2)/y1, h = §/y1. Enel entorno |y—x| < ¢
se cumple trivialmente h > 1, |z| < h. Por otro lado,

z+h 2h
/ (1+2%)tdx > / (1+ 2% dz,
z 0

—h
ya que la amplitud del intervalo de integracién es la misma, y el integrando es mayor

cuanto mds cerca estd de 0. Esto implica que g(y) = arctan(z + h) — arctan(z — h) >
arctan(2h) > arctan(2), ya que h > 1. Introduciendo esto en (3.3)),

a+0 arctan(2
/ (0, 9, )| da > E(2) / w(y,t)dy = C / Wy, Dldy. (34)
a ™ { B(z0,0)

) y1>0,ly—zo| <8}

Utilizando Cauchy-Schwartz, y (a — §,a + ) C (—L, L), el miembro izquierdo se
acota por

a+6 L 1/2
/ (0, 29, )]s < (26)1/2 ( / |u2(0,m2,t)|2dx2> |
a —L

-4

O

Este resultado, junto al corolario [3.4] nos dice que la integral de w en bolas centra-

das en el eje de separacion decrece, al menos, como v/R. Combinando este resultado

con el decaimiento de la proposicién [2.10, probaremos el teorema de existencia para
datos NMS.

Teorema 3.6 (Lopes Filho, Nussenzveig Lopes & Zhouping Xin, 2001. [22]). Sea
T >0, yseawy € RM(R*) N H'(R?) con soporte compacto, NMS. Entonces existe
una solucion a las ecuaciones de Euler (1.7) con dato inicial uw = V*wy,.

Demostracion: La idea es, al igual que en la demostracion de Delort, solucionar la
ecuacion para el dato regularizado y pasar al limite. Para conservar la propiedad NMS
del dato inicial, elegimos un mollifier p(r) € C>(R) que tenga simetria par, y sea
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monétono decreciente a partir del 0. Definimos p*(z) = ¢~ 2p(e|x|). La simetrfa radial
implica que w; = p° * wy es simétrico respecto al eje x; = 0. La monotonia implica
que w; es positivo en z; > 0. Por tanto, w; es NMS con soporte compacto para cada
¢ > 0. Estamos en las hipétesis del teorema [[.4] al que afiadimos la propiedad NMS
por la eleccién del mollifier, que es libre en el teorema.

Podemos seguir exactamente los mismos pasos que en la prueba del teorema[2.3]
hasta la proposicién En este caso no conseguimos una cota tomando supremo en
tiempo como en (2.12)), pero si podemos acotar para z,y € K un compacto de R?

T
Iy ot )l (0, )
0 {|z—y|<d,zeK}
T
</ (sup / |wf<t,y>rdy) ( / ;ws@,x)ux) i
0 \z€K JB(z:) R2
T
< lllamqoronesy | (sup / |wf<t,y>\dy) it
0 €K J B(x,0)

T
< Ilwol ra / (sup / |w€<t,y>|dy> .
0 z€K J B(z,0)

ya que el integrando es positivo y hemos extendido el intervalo de integracion. Tene-
mos que probar que el segundo factor tiende a 0 con ¢. Fijamos un 0 < 6 < 1,y
distinguimos dos casos:

Siz = (b, ¢) con |b| > /3, entonces B(z,v/d) C {1 > 0} U{z; < 0}, por lo que
w* tiene signo constante en la bola, y podemos aplicar la proposicion [2.10} obteniendo

| tidy < Cl1og(a)|
B(x,0)

y al ser la cota independiente de ¢, al integrar obtenemos un factor 7' que no afecta al
decaimiento.

Siahoraz = (b, ¢) con |b| < /3, entonces B(z,8) C B((0,¢),2v/9),yaqued < 1.
Como z € K compacto, podemos encontrar un R > 0 tal que (¢ — 2v/3, ¢ + 2V/4) C
(—R, R). Aplicando la proposicién [3.5| concluimos

R 1/2
[ ol | |wf<y,t>|dyso%</ \u;<o7x2,t>|2dx2) .
B(I,(S) B((O,C),Z\/g) -R

Utilizando la cota /= < x + 1 (para x > 0), obtenemos

R
/ |w® (y, t)|dy < CVo (/ ]ug(O,mg,tﬂQdm) + 0\75,
B(z,9) —-R
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y al integrar en tiempo, gracias al corolario [3.4] concluimos

T
/ / W (v, D)y < OV,
0 B(z,0)

Como las cotas que hemos obtenido no dependen del punto z, y ambas tienden a 0 con
d, queda probado que w no se acumula en puntos. El resto de la demostracion sigue
exactamente los mismos pasos que en[2.3] por lo que concluimos la prueba.

[]

Nota 3.1. Al estudiar los términos no lineales, justificamos que era suficiente estudiar
uno de ellos por la simetria de rotacion de las ecuaciones de Euler. Sin embargo, el
dato considerado ya tiene una simetria fijada, por lo que en este caso no son equiva-
lentes. No necesitamos repetir la prueba porque hemos probado que la vorticidad no
se acumula en el eje de simetria, lo cual es independiente de la direccion del eje. El
resto de resultados no necesitan la hipotesis de signo.

Nota 3.2. Este resultado se puede generalizar a vorticidades con simetria impar res-
pecto a n ejes que se corten en el origen con simetria de rotacion.

Las cotas que hemos utilizado en la prueba del teorema hacen uso continuo
de la propiedad NMS, que se preserva en el tiempo. Podemos generalizar el resulta-
do afiadiendo perturbaciones que mantengan la simetria impar, aunque tengan signo
arbitrario en un semiplano. Este es un resultado del mismo articulo [22].

Teorema 3.7 (Extension al teorema[3.6). Sea T > 0, y sea w) € RM(R?) N H*(R?)
con soporte compacto, NMS, y w(] € L*(R?) N H~'(R?) con soporte compacto, simé-
trica impar respecto a x1. Entonces existe una solucion a las ecuaciones de Euler
con vorticidad inicial wy = wj + wy}.

Demostracion: Es andloga al teorema [3.6] pero utilizando tnicamente la simetrfa
impar en vez de NMS. De la proposicion podemos probar igualmente que se pre-
serva la simetria impar. La ley de Biot y Savart implica de nuevo que u; = 0 en el eje
x1 = 0, que es lo tnico que necesitamos para probar el lema [3.3] La simetrfa impar
es un factor clave porque implica que fR2 w = 0, y por tanto u € L*(R?), con lo que
probamos igualmente el corolario [3.4]

La proposicion [3.5|deja de ser vélida, por lo que para probar el teorema, siguiendo
los argumentos del teorema 3.6 tenemos que demostrar

T
/ (sup/ |w*(t, y)|dy> dt —50 0.
0 z€K J B(x,0)

Si definimos de nuevo la regularizacion del dato inicial y resolvemos, gracias a las
trayectorias podemos denotar

Wi(t,z) = W (t, ) + W (t, x),
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manteniendo la descomposicién del enunciado. Descomponemos también la velocidad
u® = u'® + u”%, siendo cada u° la convolucion de su w® con K> (ley de Biot y Savart).
Sabemos que ||u§||r2, [|ug |2, ||ugt]|z2 < C. También sabemos (teorema que
[|ul|r2 < C(T), y se puede probar también para u'®, u"*.

Por la simetria hemos visto que ©; = 0 en la frontera, por lo que los semiplanos
siguen siendo invariantes. Esto implica que w’ (¢, =) sigue siendo positiva en el semi-
plano z; > 0. Distinguimos de nuevo dos casos, en funcion de si x esta cerca del eje
de simetria.

Para x = (b,¢) € K con |b| > /8, como w' es positiva en la bola B(x,V/9) y
u'(t) estd en L>([0, T, L?(R?)), podemos aplicar el argumento de la proposicién 2.10)
y estimar

/ |w/€(t> y)’dy —6—0 0,
B(z,0)

de forma uniforme en x. Por ser w” una transformacion de w{j con jacobiano unidad, al
ser una funcién en L' uniformemente integrable se concluye

/ W™ (t, y)|dy =50 0,
B(z,9)

y usando ahora |w| < |w'| 4 |w"], al ser las cotas independientes de ¢, z, al integrar
concluimos el resultado para este caso.

Para z = (b,c) con |b| < /6, usaremos de nuevo B(z,8) C B((0,c),2V9),
y acotaremos la integral de la vorticidad en esta segunda bola. Por ser w’ de signo
definido en cada semiplano, la estimacién (3.4) sigue siendo vdlida, es decir,

c+2V/68
/ |w/€(y7t)’dy < C/ |u/2€(0,l’2,t)|d5(]2,
B((0,c),2v/9) c—2v5

para o = (0,c). Como w” es uniformemente integrable, para concluir la prueba es
suficiente probar que (ntese que 6 — 0 <= V/§ — 0)

T c+0
/ / |u/26<07x27t)|dx2 —5—0 0.
0 c—§

Podemos acotar

T pcté T pcté T pcté
/ / |u'25(0,x2,t)|dx2§/ / |u‘§(0,x2,t)|d:1:2+/ / |u5%(0, o, t)|das,
0 Je—6 0 Je—6 0 Je—6

(3.5)
donde el primer sumando se acota usando Cauchy-Schwartz y el corolario [3.4] por

T c+6 T R
/ / 5(0, 2, 1) |dara < T\/%/ / 50, 2, )Pz < CV/3 — 0.
0 c—0 0 R
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Solo queda probar que el segundo sumando de (3.5)) tiende a 0 con ¢. En la proposicién
vimos la identidad

c+d
[ w0l = [ 22,

-5 y1>0 T

que sigue siendo vélida por usar solo Biot y Savart y la simetria, que es mantenida por
las trayectorias. Ahora no conocemos el signo de w, pero podemos acotar

c+d
[ < [ )22,

-6 y1>0

Vamos a probar que el término de la derecha tiende a 0 con J, concluyendo la prueba.
Para ello, dividimos la integral en las regiones

O ={yp > 1},

Q={0<y <1, |ya| > M},
Q3 ={0<y1 < h,|y] < M},
Q={h <y <1 |y < M},

con h < 1, M > R (radio de la bola que contiene el compacto donde movemos x).
Como g(y) = arctan "’Jrg—:yQ — arctan <=2 por el teorema del valor medio y ser
1/(1+2%) <1, g(y) <26/y; <26 en Q. Como " € L>([0,T], L'(R?)) de forma
uniforme en ¢, la integral en {2, se acota directamente por C').

Para la integral en {25, vemos que cuando M — oo, por ser c,d,y; acotados,
g(y) — arctan(—oo) — arctan(—oo) = 0. Utilizando de nuevo la cota uniforme
en ¢, t de ||w”||L1, concluimos

W™ (y)lg(y)/m < C sup g(y),
Q3 yEQs3

que tenderd a 0 si M — oo.

Para cada M fijo, la medida de Q3 es |{23] = hM. Por ser w”® uniformemente
integrable, y ¢ acotado, la integral en {23 tiende a 0 si hM — 0.

Queda probar que la integral en €2, tiende a 0 de forma compatible con las condi-
ciones anteriores. Todavia podemos decidir como tiende 6 — 0 con h, M. De nuevo el
teorema del valor medio implica g(y) < 2§/y1 < 2§/h en €y, por lo que es suficiente
elegir § = h?. Utilizando de nuevo la cota de ||w"||;1, hemos probado que para cada
J, eligiendo h, M del orden apropiado, al tomar § — 0 tenemos

c+6
| 0.0 0k 0,
c—0

por tanto también la integral entre (0, 7"), lo que concluye la prueba.



Capitulo 4

Prueba alternativa. Simetria radial.

Hasta ahora hemos estudiado la existencia de solucién mediante un andlisis directo
de los términos no lineales, probando que no existe concentracion de vorticidad y uti-
lizando esto para pasar al limite. Ahora vamos a dar un enfoque distinto para llegar a
un resultado anélogo al obtenido por Delort: Si la vorticidad inicial es positiva, existe
solucion a las ecuaciones de Euler. Para ello, vamos a ver que los términos no lineales
estdn acotados en un espacio de Hardy, y probar que esto implica que convergen como
distribucién. Vamos a seguir las ideas de [10]]. Otro articulo similar que utiliza més
propiedades de los espacios de Hardy es [27].

Asumiremos varios resultados tedricos bien conocidos, pero avanzados, para cen-
trarnos en ver la aplicacion a las ecuaciones de Euler. Fijamos una funcién 7 : R? — R,
positiva, regular, con soporte en la bola unidad e integral 1. Definimos para cada fun-

cién f € L' el operador
1 r—y
— dy| .
7nQ/Wf(y)n( . ) y‘

AN (R?) = {f € L'(R*)|f* € L'(R*)}.
Esta definicién no depende de la eleccion de 7 [12]. Vamos a trabajar con una version
local de este espacio de Hardy. Para f € L] (R?), definimos el operador

loc

1 r—y

— — | d

702/]12{#”(9)77( . ) y
y el espacio de Hardy local

Hioo(R?) = {f € Lino(R*)| [ € Ly, (R*)}.
Por dltimo, trabajaremos también con el espacio
h'(R*) = {f € L'(R?)| /™ € L'(R*)},

con norma ||f||h1(R2) = ||f**||L1(R2).

f*(x) = sup

0<r<oo
Definimos el espacio de Hardy

Y

f7(x) = sup

0<r<1

49
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4.1. Acotacion de términos no lineales

A continuaciéon vamos a demostrar el teorema que nos permitird acotar faicilmente
los términos no lineales. Nos ayudaremos de algunos lemas.

Lema 4.1. Sea | € ! (R?). Sea ¢ € C>(R?), con supp(¢) C B(0, R). Entonces

loc

of € h'(R?), |ofllmwe) < Ol Bo.r+2))!
para una constante C' que solo depende de ¢ y R.

Demostracion: Por definicion,

% [Lomsom () ).

T2 R2

(pf)™ = sup

0<r<1

Para que no se anule, |z — y| < r < 1 tiene que ser compatible con |y| < R, por lo que
se anula siz € R?\ B(0, R+ 1). Parax € B(0, R+ 1), usando ¢(y) = ¢(y) £ ¢(x)
acotamos

(@f)"(x) < |¢(@)[f(x) + sup

0<r<1

T T

% )Lt o som (SL) ]

Utilizando que ¢ es C'° y en particular Lipschitz, existe una constante tal que |¢(y) —
o(z)| < Clz —y| < Cr. Utilizando que ¢, i son acotadas, concluimos

(6f)*(x) < C (f**<x>+ o - [ ( )If(y)ldy). @1

o<r<1 T

Definiendo f como f si x € B(0, R + 2) y 0 fuera de la bola, y efectuando el cambio
z =1y — x, el segundo sumando se acotapara0 < r <1

1 1 ~ ~ 1
! /B i< /B L el / o eI = ofe).

r r

Como 1/|z| es integrable en el origen, tomando norma L' e intercambiando el orden
de integracion concluimos

gllzr@2) < ClIfllzB0,rR12)-

Podemos concluir por definicién de norma en h' y usando (@)

6 llacesy = N @F) o < ClF somn + Cllllsome
< ClIS* Il sorsy:

yaque | f| < f** en casi todo, por el teorema de diferenciacién de Lebesgue.
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Lema 4.2. La funcién B : R? x R? — R definida por

T1 — Y1 T2 — 22

B = d
(v, 2) / T

se acota paray # z por B < C(1+ |y|)"Y(1 + |z|)~", para C una constante depen-
diente solo de .

Demostracion: La prueba consiste en cdlculos sobre integrales singulares semejan-
tes a los realizados en la proposicién[2.1] Vamos a distinguir varios casos.

Supongamos |y| > 2. Como el soporte de 1 estd contenido en la bola unidad,
podemos suponer |z| < 1. Usando |x;|/|z| < 1y que 7 es acotada, tenemos que

1
B < C’/ ——dx.
B(0,1) |z — 2]|lz =y

Como |y| > 2,|z| < 1, se tiene que 1 + |y| < 3|y — x|. Si |z| > 2, el mismo
razonamiento concluye este caso. Si no,

1
B < ¢ / + |2 x < / ial:z:,
L+ [y +12]) S |z — =] (L +TyD(+120) Ja |2l

y como 1/|x| es integrable en el origen, concluimos el caso. El caso |z| > 2,|y| < 2
es analogo.

Supongamos ahora que |y|, |z| < 2. En este caso es suficiente mostrar que B es
acotado, yaque 1 < 1 + |y| < 3. Podemos separar en dos integrales

T1— Y1 T2 — 22 T1 — Y1 T2 — 22
B=n(y) [ iz | (1(2) — n(y))da
B(0,2) |z —y? v — z[? B(0,2) |z —y[? v — 2|

= B + B,.

Notese que hemos extendido el intervalo de integracion, pero en la extension se anula
n(x), por lo que hemos sumado 0. Por ser n € C°, se tiene que |n(z) — n(y)| <
|z — y|C. Esto permite acotar By por

(L4 L+ 2D 32 o
S [ T A WD S TR Jus

IN
Qv

<
T (14 yl

~—

(1+1z))

Para acotar Bj, consideramos dos subcasos. Si |y — z| < (2 — |y|)/2, separamos en
tres integrables
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T1— Y1 Ty — 2
poy [ mTmmsa,
B(y,2|ly—2|

o —yl? |z — 22
Ty — Y1 Tg — 22
+77(y)/ — T
Bly2—y)\B(y.2ly—=)) 1T — Y|* [z — 2|

+77(y)/ NI BT gy = Dy + Dy + D
B(0,2)\B(y,2—|y|) |z —y? |z — 2|

dx

Para D, por ser ) acotado tenemos

1 1 1 1
| D] < (J/ ———dx = C/ —//—dw’,
B(y,2|y—=z) |z —y| |z — 2| B(0,2) 2| |2 — v

donde hemos hecho el cambio de variable 2/ = (z — y) /|y — z|, yv = (z — y)/|z —
y|. Gracias a que v tiene médulo uno la dltima integral es acotada y, por simetria,
independiente de y, 2.

Para D,, hacemos el cambio de variable ' = x — y y denotamos w = z — y,
quedando

/ /

Dy =n(y) / LT W2 g
B0.2-ly)\B(02w]) |7 |2 — w|?

Zn(y)/ a (xé_wQ— xé)dx'
BO2-y)\BO2w) T[> \ |2 —w* |22

ya que por simetria hemos afiadido 0. Como z esta lejos del origen, la funcién x, /|z|?
es derivable, y podemos acotar sus parciales por C'/|z|%. Por el teorema del valor me-
dio, acotamos

|w]
N

lo que nos lleva a

1
|Dy| < C|w|/ —3d$.
B0.2-ly)\B(0.2h)) 17|

Pasando a polares, integramos y se cancelan los |w|, resultando |D,| < C.
Para D3, notamos que 7(y) = 0si |y| > 1, y en caso contrario 2 — |y| > 1, por lo
que extendiendo el dominio de integracién y acotando 7

1 1 1
| D SC/ ——dxgo/ ——dx
B(0,2)\B(y,1) |z —y| v — 2| B(0,2)\B(y,1) |z — 2|

<C.



4.1. ACOTACION DE TERMINOS NO LINEALES 53

Solo falta estudiar el subcaso |y — z| > (2 — |y|)/2, que es mds sencillo. De nuevo,
si ly| > 1 entonces | By | = i0, |y — z| > 1/2, por lo que

1 1
/ L u<e
B(0,2) |z =yl |z — 2|

Lema 4.3. Dados w, ) tales que A = w, con w > 0, la funcion

g(x) = / w(y) dy

B(0,R) ly — x|

satisface
gllz2B0,rs2) < C(R)IVYL2(B(0.2R)) -

Demostracién: Elegimos una funcién ¢ € C2°(R?) con 0 < ¢ < 1, ((y) = 1 para
ly] < Ry ((y) = 0para|y| > 2R, con |V(| < C/R. Elegimos también \. € C*(R?)
talque 0 < A\, < 1, \.(y) = Opara |y — x| < ey A\.(y) = 1 para |y — z| > 2¢, con
|IVA.| < CJe. Por tenerse Aip = w,

[ oy [ wo-v (2 )y

ly — | R? ly — x|

( %d — [ Vi

VA,

C/\ Vi -
ly — |

Por hipétesis V( se acota en funcién de R. Teniendo en cuenta el soporte de (, las
integrales anteriores las podemos restringir a B(0, 2R). Tenemos pues

4y [ v B2y,
" jy—al?

+0/ V)| |W|d +c/ Vol
B(0,2R)

ly — B(0,2R) ly — x|

Como V. = 0 cuando ). es constante, el dominio de la segunda integral se puede
reducirae < |y — z| < 2¢. De |[VA.| < C/e, tenemos que |V ||z — y| < C eneste
dominio, y por tanto

4.2)

V. C
[ [ et S [ vl
B(0,2R) ’ ’ e<|ly—z|<2e | | € e<|ly—z|<2e

C S
S = Vyldy < CM([Vy)),
|B(l’,2€)| B(a:,25)| | <| |>
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donde hemos denotado por M ( f) la funcién maximal de Hardy-Littlewood, y por f la
restriccion de cualquier funcién f a B(0, 2R). Haciendo € — 0 en (4.2), tenemos

w(y) (y —2)
0<g(x) < /R2C|y_x|dy Sp-v-/R2CV¢~ |y_x|3dy
= VY|
CM(|V C d
" (Ve + /B(o,zR) ly — x| Y

= gl(l’) + gg<l’> + gg(ZL’).

Vamos a tomar norma L? y acotar. Usando que y/|y|> es un nicleo de Calderon-
Zygmund [28], y que ( es acotada, tenemos

l91]|z2®2)y < C|[CVY||2@2) < C|IVY]|L2m2).

Utilizando que la funcién maximal de Hardy Littlewood es continua de LP — LP,
tenemos

g2l r2m2) < ClIVY|12(B(0,2R))-
Recordamos que la desigualdad de Young implica ||a * S]], < |la|,||5]|, para valores
p, q, r tales que % + % = 1 4 1. Tomando a(y) = V4 (y) para |y| < 2R, y nula en otro
caso, y B(y) = |y|~! para |y| < 3R, y nula en otro caso, obtenemos

9]l 22(B(0,R/2)) < C||V¢HL2(B(0,2R))/

ly|~tdy < ClIVY||L2(B(0,2R))
B(0,3R)

ya que |y|~! es localmente integrable. Con la desigualdad triangular, concluimos la
prueba.

[

A continuacién vamos a presentar el teorema que acota los términos no lineales

cuando la vorticidad es positiva. Recordamos que v es la funcién corriente, y u; =

—ale/), u2 - a{lﬁ'lw'
Teorema 4.4 (Evans & Miiller, 1994. [10]). Sea v € H}. (R?) solucién a
AYp=w ect. R?

y en el sentido de las distribuciones paraw € L, .(R?) conw > 0. Entonces definiendo
u = V=+ se tiene
Uiy, (Ui —uy) € A

loc

(R?),
con la acotacion
||¢U1U2||h1(R2) + H¢(U% - U%)HM(R?) < OHUH%Q(B(O,R))?

para cualquier ¢ € C>°(R?) y unas constantes C, R dependientes de ¢.
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Demostracion: La prueba se basa en estimar la integral de u;us en compactos,
y usar el lema Como u? — u3 es una rotacién de uus, serd suficiente probar el
resultado para este término. Para mayor claridad, demostraremos dos lemas en mitad
de esta demostracion.
Fijamos R > 8. Como el logaritmo es la solucién fundamental al laplaciano (por
una constante), definiendo
-1
o) = o [ wl)log(la ~ sl)dy, @3
T JB(0,R)

tenemos que

0=y —o

es arménica en B(0, R). Vamos a acotar (0,,00,,0)™, lo mismo para 6, y concluire-
mos cotas para 1. Consideramos pues

_ ! O, 0(2)0p,0 ()N <:v _T:EO) dx

- TQ R2

1 / / T1— Y1 To— 2o T — T
S w()etz) [ ) dudydz,
42 B(0,R) J B(0,R) Rz |7 —y[? |z — 2|2 r

donde el cambio de orden de integracion estd justificado porque f B(O.R) %dy €
L? (R?), por el lema Cambiando variables (z — zo)/r & xz, (y — zo)/T = v,

(z —xg)/r = 2z, tenemos

7"2

A=-— / / w(zo + ry)w(zo + rz)
AT ) B(—ao/r.R/r) J B(=a0/r.R/r)

T1— Y1 T2 — 22
X z)dxdydz.
L ey

Utilizando el lema[4.2] y usando que w es positiva, acotamos

Al < C’rQ/ / w(zo + 1Y) w(zo + Tz)dydz
B(—xo/rR/r) J B(—zo/rrsr) L+ Y] 1+ |z

2
_ o ( / MC@ |
B(—ao/mi/r) 11 Yl

y cambiando de variables g + ry <= y

w(y) ’
Al < C </ —dy) .
Bo.R) T+ |y — 2o
Por definicién,

(02,005,0)" (o) = sup |A| < C (/B( %dyy.

0<r<1 o.r) T+ [y — ol
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Usando que w es positiva, y que 1/(r + |z|) < 1/|z|, por el lema |4.3| concluimos
(02,002, 0) M L1 (B10,R/2) < CHIVYT2(80.28))-

Pasamos ahora a trabajar con la funcién arménica 6. Por ser arménica en B(0, R),
es regular en esa bola, y podemos acotar para = € B(0, R/2)

= [ @atom ()

f @@ (x - “”") dy]
B(xo.r) (4.4)
< C sup ][ IVo|*dy

B(zo,r)

0<r<1
<C sup |VO
B(0,3R/4)

(04,00,,0) (z9) = sup

0<r<1

= (' sup

0<r<i1

Para cualquier A € R, § — X es armoénica, y por tanto

Vo) <5 [ 1otw) - M.

B(z,r)

Tomando r = R/4, llegamos a

oup V0] < () f

0 — Aldy
B(0,3R/4) B(0,R)

<CRf o=+ loldy
B(0,R)

Tomando \ = fB (O.R) 1, usando la desigualdad de Poincaré tenemos que

f =S CONT im0 < CORNTVwom
B(O,R

Por otra parte, al ser el logaritmo localmente integrable, de la férmula (4.3)) se deduce
que

][ o] < C(R)wll s a0
B(0,R)

Combinando estos resultados tenemos

sup |VO| < C(|[VY||2o,r)) + Wl L1(B(0,R))-
B(0,3R/4)

Uniendo esto a la acotacion (4.4)), concluimos

11(82,00:,0)** || L1B0,R/2) < CUIVUIZ2(B027)) + 19071 (B0.R)))-
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Usando de nuevo 0 = 1 — 6, con los mismos argumentos podemos acotar para x €

B(0, R/2)

(04,00,,0) " (x¢) = sup

0<r<i1

% [ out00n () o

< C sup ][ IVO|* 4 | V0|V |dy
B(zo,r)

0<r<1
< C(IVYlZ2(02r) + 1@l B0.R))
+ CUIVY||2Bo2r)) + WL (B0,R))) M ([VY]) (20).

Para tratar la funcién maximal procedemos igual que en el lema [.3] utilizando esta
vez que la funcién maximal es continua de L? en L?, y que L? — L'. Concluimos

||(8x108x20)**||L1(B(0,R/2)) < C(||V¢||2L2(B(o,23)) + ||W||2L1(B(O,R)))~
Por analogfa, esto acota también ||(0,,00,,0)"*||1(B(0,r/2))- Usando que

O, V02,0 = Uy = 03,00,,0 + 05,00,,0 + 0y, 00,,0 + 0p,00,,0,
concluimos ahora

H(U1U2)**HL1(B(O,R/2)) < C(HVwH%?(B(O,QR)) + HWH%l(B(o,R)))-

Solo queda acotar la integral de w en funcién de V1. Para ello, tomamos una funcién
e C®R*) con0<(¢<1,((y) = 1paraly] < Ry ((y) = 0 para |y| > 2R, con
V(| < C/R.Porserw >0,y At) = w, tenemos

/ wﬁ/ wCZ—/ V¢'VC§€/ VY,
B(0,R) B(0,2R) B(0.2R) R JB©02r)

y aplicando la desigualdad de Jensen en el término de la derecha,
wllZ1 80,1y < ClIVONT2(B(02R))
por lo que

(uruz) [ 2 0,r/2) < ClIVUI280.2r) = CllullZ2(8028))

lo que concluye la prueba.
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4.2. Convergencia en distribucion

En este apartado vamos a probar que, una sucesién acotada en el espacio h! con
alguna hipétesis adicional, converge en distribucion. Esto nos permitird probar la con-
vergencia de los términos no lineales en las ecuaciones de Euler. Este resultado es
cierto también para el espacio de Hardy 7! [[17].

Recordamos que el espacio de variacién media acotada o BM O tiene como norma

lollzo = sup 1~ (9)sldz
I

donde I es cualquier cubo con los lados paralelos a los ejes de coordenadas, y

(9)r = ]fgdf

es el valor medio de g en /. También utilizaremos la version local bmo que tiene como
norma

19/lsmo = sup f 19— (9)ldz + sup f glde.
I I

[]<1 =1

En [15]] se prueba que la relacion de bmo con h' es (h')* = bmo. Por tanto, si f €
hY(R™), g € bmo(R™), tenemos

/R Fodr

Para probar el teorema de este apartado nos ayudaremos del siguiente lema.

< Cl1Fln gl Tomo-

Lema 4.5. Si existen conjuntos medibles A, B C R" y una constante A > 0 tales que
(naA \mB|} o
min , <27
{ 1] 7|

para cualquier cubo I C R", entonces existe una funcionn : R™ — R tal que 0 < n <
IL,np=1lect. A,n=0e.ct. B,y

[nllBro < C/A,

donde la constante C' solo depende de n.

Demostracion: Una prueba completa puede verse en [14]. La idea que se usa es
construir explicitamente una sucesién de funciones que satisfacen cierta cota, y tomar
limite; verificando que se satisface el enunciado. Se argumenta primero para cubos
diddicos y después se generaliza. ]

El resultado principal de esta seccidn es el siguiente teorema.
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Teorema 4.6. Si la sucesion {f}32, estd acotada en h'(R") y existe una funcion
f € L (R") tal que

loc

fr = f ect.,

entonces se tiene ql/le
k= f

en el sentido de las distribuciones.

Demostracion: Sea ( € C'°(R™). Tenemos que demostrar que

[ (= f)cde =0 @s)

cuando k — oo. Para ello, consideramos un 0 < ¢ < 1/2. Por tener convergencia en
casi todo, y ser ¢ de soporte compacto, el teorema de Egoroff [2] establece que existe
un abierto G con medida |G| < ¢ tal que

fx — f uniformemente en (R" \ G) N supp(().

Vamos a aplicar el lema Para ello, consideramos el cubo () centrado en el origen
con lado L > 4y tal que supp(¢) C 3Q. Veamos que A = GN3Qy B =R"\Q
satisfacen las hipétesis del lema[d.5] para un cierto . El inico caso no trivial es cuando
|IINA| > 0,]INB| >0, para lo cual (por construccién de A, B) necesariamente el
lado de I tiene medida [(/) > L/4. Podemos acotar entonces

[rnAl A 46

S

si tomamos
‘ log, € ‘

2n
Aplicando el lema tenemos que existe una funcién 7. con 0 < 7. < len Q,y
ne =0enR"\ Q, con

A:

C
17l Brro £ . (4.6)
| log, €|
Consideramos ahora, para p > 1, el cubo I = (). El promedio de 7). en I se acota por
Q_
|(ne)s] < "
e

y por la desigualdad triangular acotamos

Aym:/mm[ﬂ%m+m—mmnwwmm+ﬂm—%m

< Cp™ +|1||nel | w0 < € +“
|10g2 5|
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1/2n

por lo que tomando i = | log, ¢| > 1, deducimos

o ne| < W‘ 4.7)
Con esto, pasamos a probar (4.5]). Descomponemos en los sumandos
[ - pcas| < [ 1= na-mlel+ | [ s+ [ 1
R" R" R" R"
=A; + Ay + As.
Como 7. = 1 en G N supp(¢)y fr — f uniformemente en (R” \ G)) N supp(¢),
A —0

cuando k — oo. Aplicando la dualidad ' — bmo, podemos acotar

4] < Cl il 1€ lomo < CIICTlbmo- 48)

Para acotar el dltimo factor consideramos dos casos. Si |I| > 1, acotamos

C
L < ¢l el <1l | Ine] < ————. 4.9
Finct < 1cllm [ ind <1l [ il € e 49)

Si |I] < 1, y denotando por z el centro de I, y [ su lado, tenemos que

F 10 = 020011 = f 1.6 = Can) el + 16Ge) ) = (G|
< Inet = )+l o) = Claw) il £ K an).)s = (€
e = gtea+ F1¢Can)n = I+ I an)(:)s = (Gl
¢ = )+ 6Ga) = )l (€ = Gl
<2 (¢ = Sl F1C(an) 0 = ()0

(4.10)
Utilizando que ( es Lipschitz, y que |I| = C1", tenemos que

f (¢ - ()] < / el < 2 / ") e < e / 7
I l I l I I
C
<

~ |log, 5|1/2n,
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donde hemos usado (4.7). Por otro lado,

C
F1c = 0] < i€l 100 = ()2)] < Clindlawo < 7o
| logy e|”
donde hemos usado (4.6). Asi, de (4.10) deducimos
C
C— (e < ———. 4.11
F it = .01l < @)
Por definicién de bmo, combinando (4.8)), (4.9) y @.11)) concluimos que

C
|A2| < C[neCllbmo < W-
Hasta ahora solo hemos impuesto 0 < ¢ < 1/2. De la acotacién .7) se deduce que
existe una subsucesion ¢; — 0 tal que 7., — 0 en casi todo. Con esto, denotando
por K un compacto que contiene al soporte de ¢, y al ser |1.| < 1, las funciones | f7,|
estdn dominadas puntualmente por | f| € L}, .. Aplicando convergencia dominada, con-
cluimos

Ay < ||¢||Lm/ | 0
K

cuando j — oo.

4.3. Aplicacion a las ecuaciones de Euler

En este apartado vamos a probar que, si la vorticidad inicial w es positiva (caso
andlogo al del capitulo 2), existe solucion a las ecuaciones de Euler. También demos-
traremos que existe solucion cuando la vorticidad tiene simetria radial. Por dltimo,
veremos con un contraejemplo que si eliminamos la hipétesis de vorticidad positiva, el
teorema 4.4l es falso.

Teorema 4.7. Dado wy € RM(R?) N H '(R?) con wy positiva, ug € L? (R?) con
wo = V=+-ugyT > 0, existe una solucién a las ecuaciones de Euler (I.7).

Demostracion: Como estamos en las condiciones del teorema de existencia de so-
luciones suaves, tenemos que existe una sucesion de soluciones u° con vorticidad w®
tales que

sup sup / luf|? + |wf| < oo. (4.12)
0<e<1 0<t<T

Paracadae,u® € L} . = ¢° € H. , donde la existencia de 1) como V¢ = u° viene
garantizada por la incompresibilidad de u°. Por ser w® regular, tenemos que Ay® = w*®
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en el sentido clasico, y al ser w® € L}, , podemos aplicar el teorema que junto a

@12) implica
lpuiuslln @2y + o((u5)? — (u5)*)|[n @2y < C,

para una constante C' independiente de ¢.
Denotamos por u el limite débil de u® en L7 . Por ser u € L} , es directo que
uyug € L, = duyus € Lj,.. Para aplicar el teoremaqueda probar que gujus —

¢uyusy en casi todo. Lo haremos para casi todo ¢ € [0, 7']. Probaremos esto con ayuda
de dos proposiciones.

Proposicion 4.8. Si para U un entorno acotado, y k = 1,2, ... se tiene que v, €
H'(U) es una solucién débil de

Ay, = wy,

en U, con {{y} acotada en H*(U), y wy acotada en L*(U), entonces {1}, } es precom-
pacto en WP para cada 1 < p < 2, es decir, existe una subsucesion que converge en

Whe,

Demostracion: Nos basaremos en el trabajo [[11]]. Por compacidad débil e inyeccién
compacta H'(U) cC L?(U), existe una subsucesion (que denotamos igual por abuso
de notacidn) {v} tal que

U = € HY(U), oy — o € L*(U). (4.13)

Por tener convergencia fuerte en L2, tomando subsucesién también tenemos conver-
gencia en casi todo. Seguiremos denotando a esta subsucesion por {1y }.

Fijamos 0, > 0y definimos

o S? s>0
50(5) = S st —0 S S S o
—0 st s < o.

Por el teorema de Egoroff, existe un conjunto £ C U donde tenemos convergencia
uniforme, y tal que |U \ E;| < 0. Tomamos ( € C*(U) tal que ¢ = 1en Ej, y
0 < ¢ < 1. Eligiendo k suficientemente grande, tenemos que ¢, — ¢| < /2 en Ej.
Con esto podemos acotar

Vb= Vb2 < / OV (o)) - V iy (hy — ) d,
Es U
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e integrando por partes,

/ V-Vl 2de < / (Ve - V(B (=) da— / V0 - V(B — ) )d
Es U U
_ / ¢ DB () — / VC - VB (1) — / V- V(B (be—))dz
U U U

- / Ceon (e — ) — / V- VB, (e — ) — / (VY - V(B (b~ )
U U U

(4.14)
Por las convergencias (4.13)) y la definicién de f3,, es directo que 3, (1, — 1) converge
a 0 fuerte en L?, y débilmente en H'. El segundo sumando de (#.14) se puede acotar
por || DC|| || Dk || 12| 8o (¥ — 1) || L2, por lo que tiende a 0 con k debido a la conver-
gencia fuerte. En el tercer sumango de podemos tomar limite débil, obteniendo
otro (. Acotando el primer sumando, obtenemos

: | D)y, — DapPda < Collw||zr @y + n(k) < Co +n(k),

6

donde n(k) — 0 cuando k& — oco. Como o > 0 es arbitrario, concluimos que una
subsucesién de { D1} converge puntualmente a D en casi todo Ej. Al ser cierto
para 6 > 0 arbitrario, concluimos que D1}, converge puntualmente a D en casi todo
U.Seae > 0. Aplicamos de nuevo el teorema de Egoroff a D1/, teniendo la existencia
de un £, donde hay convergencia uniforme. Para cualquier 1 < p < 2, podemos acotar

/ vy — Do = [ 1D —Dw|p+/ Dy — D
U

E. U\E-

p/2
= |D¢k—Dw|p+(/ |D¢k—D¢|2) U\ E|® P72
U\E.

E.

p/2
S/ | Dipy, — DY|P + (/U | Dy, — D¢|2> |5|(2—p)/2‘

En el primer sumando podemos aplicar convergencia dominada, por lo que se anula al
tomar limite en k. El primer factor del segundo sumando se acota uniformemente en k
por ser {1} acotada en H'(U), y mantener el limite débil la cota de la sucesion. Al
ser ¢ arbitrario, se deduce que [, D, — Dy|P — 0. O

Proposicion 4.9. Si la sucesion u®(t,x) satisface las condiciones del teorema
entonces para cualquier 1 < p < 2 existe una constante « tal que

|[us(t1) — u*(t2)||Lr(B(0,R)) < Clt1 — ta™.

Demostracion: Sea R > 0. Consideramos una funcién p € C'° con las condicio-
nes p(z) = 1si|z] < R, 0 < p(x) < 1. Por ser {u°} uniformemente acotada en
Lip([0,T], H*), y por la inclusién continua H~*(K) C W~5?(K), se deduce que

loc
|[pu (t1) — pus(t2)|[w-2o < Cltr —to. (4.15)
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La funcién pu® satisface el sistema

VE - (puf) = VEp - uf + pw® = FE,

4.16
V. (pu®) =Vp -u® = F;. (4.16)

Por ser p € C2°, y la cota uniforme supy<,<p [5 [u°|* + |w®| < C, los términos de
estdn acotados en L' independientemente de ¢. Para s > 2(p—1)/p, la inclusién
continua L' < W~*? implica que ||F¢||y-s» < C, parai = 1,2.

Por la descomposicién de Helmholtz-Hodge, al ser pu® regular, podemos expresar-
lo como puf = V+q, +V¢, de formaque F; = V4 (puf) = Aqr,y Fr = V- (puf) =
Ags. Como las g; ganan dos derivadas respecto a las F; [28]], pu® gana una derivada
respecto a las F;. Podemos acotar entonces

lpullwi—sr < CUIFlw—sr + [[pu7]|22) < C. 4.17)

Para 1l < p < 2, tenemos que 1 — s > 0, y podemos aplicar la desigualdad de interpo-

lacién [1]], y las cotas (4.15)), (@.17), para obtener

1o (t1) — puf (t2)l|r < Cllpus(ta) — pu (t2) [yl pu® (t1) — pu(t2)[[5-r.s
< C(llow (E)llwr-eo + [lpu (t2) llwr-20) =l pus(t2) — pu (t2)l[fy-1.0
< Clty — o

De la inclusién continua LP — L!, se concluye la prueba para el caso p = 1. ]
Como estamos en las hipétesis de las proposiciones [4.8] y tenemos que para
cadat € [0,7], 1 < p < 2 existe una subsucesién {u% } C {u®} tal que

ui(t) — u(t) (4.18)
en L7(B(0, R)), y
= (t1) = u™ ()] o(B0.)) < Cltr — 12| (4.19)

Es directo que entonces u% estd uniformemente acotada en L>°([0, 7], LP(B(0, R))),
que es un espacio de Banach. Vamos a demostrar que la sucesion {u% } es de Cauchy,
por lo que converge fuertemente, y tomando una subsucesion también en casi todo.
Consideramos la sucesion de tiempos {t,,,}7°_, = [0, 7] N Q. Para cada t,,, escoge-
mos una subsucesion de forma que se tenga (4.18]) y con un argumento diagonal, por
lo que
u I (ty,) = u(ty,) € LP, (4.20)

para cualquier m. Dado 6 > 0 arbitrario, por densidad de Q y compacidad de [0, 77,
podemos encontrar un nimero finito L de elementos m; € N tales que

0,T) | Jltm, — 67 tm, + 6. 4.21)

(=

=1
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De (4.20) se tiene que existe un J;, tal que para cualesquiera ji,jo > Jp, y | =
1,... L
16 (t) = 05 (b5 < . (422)

Dado t € [0, T, escogiendo el ¢,,, mds cercano podemos acotar

[l (8) = w2 ()| o <[Jur (8) = w1 (Em))|2o + [0 () = w2 ()] 20
w2 () — w2 ()]0 < €9,

para ji, jo > Jp, por las formulas (4.19), (4.21)), @.22)). Esto muestra que la sucesion
{u®} es de Cauchy, por lo que converge en norma, y tomando una subsucesién también

en casi todo [0, 7] x B(0, R). Vamos a prescindir de los subindices de ¢, entendiéndose
que tomamos las subsucesiones necesarias.

Al ser R arbitrario, podemos aplicar el teorema 4.6, y concluimos que ¢ujus —
¢uius en el sentido de las distribuciones, para cualquier ¢ € C2°y en casi todo ¢. Dada
una funcidn test , elegimos ¢ tal que ¢(x) = 1 si x € supp(p), para cualquier ¢. Esto
implica que

/uiuggp—> uugp, e.ct. telfo,T].
R? R?

Reduciendo la integral a un compacto K en R? que contiene el soporte de ¢ pa-

ra cualquier ¢, por ser u° uniformemente acotada en L? . tenemos que la funcién

fe(t) = [, ujusep estd uniformemente acotada en ¢, ¢, por lo que aplicando conver-
gencia dominada fOT e — fOT f, es decir,

T T
/ /uiu%gp%/ /uluggo.
0 JR2 o Jr2

El mismo resultado se tiene para u? — u3 por analogia, lo que prueba que u es solucién
a las ecuaciones de Euler.
[
Ahora vamos a ver una extension al resultado de Delort en el caso de tener simetria
radial, lo cual permite cambios de signo en la vorticidad. Nos ayudaremos del siguiente
lema, basado en el articulo [[18]].

Lema 4.10. Si h € L>°(R?), supp(h) C B(0,a), y [g» h = 0, entonces
1727 ([0 < [[7* ]2 < Ca?| || e

Demostracion: La primera desigualdad es trivial, ya que h**(x) < h*(z) por defi-
nicion. Para la segunda, consideramos dos casos. Si x € B(0, 2a), entonces

1 r—y 1 T —1y
= [ () | < il [0 (52 = el
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Por tanto,

/ s / |7]| L = Ca®[|h]| e
B(0,2a) B(0,2a)

Si |z| > 2a, para que h(y)n((x — y)/r) # 0 necesariamente r > |z — y| > || —a >
|z| /2. Ademds, la condicién [, h = 0 =[5, h(y)n(z/r)dy = 0,y por ser n Lipchitz
podemos acotar

Loon(=2)a]- 2, w0 (52) )]

Cllh [,o© C|lh Looa3
< % / lyldy < %
r B(0,a) ||

Eso permite acotar

. Ca?||hl| ©
/ h g/ L?J’cha?’nhum/ ir|~2dr = Ca?||h||p.
R2\ B(0,2a) R2\ B(0,2a) || 2a

O

Teorema 4.11. Dado wy, € RM(R?) N H~1(R?) con simetria radial, uq € L7, (R?)

loc
cumpliendo wy = V+-uyy T > 0, existe una solucion a las ecuaciones de Euler (I.7).

Demostracion: El dnico resultado que no podemos aplicar de forma andloga al
teorema.7]es el teoremad.4] Para probar el resultado solo necesitamos demostrar que

[lpususlln + [lo((ui)* = (u5)*) ]l < C

uniformemente en ¢, para C'y R dependientes solo de ¢. Comenzaremos por acotar

|[(uiu3)**[| 1 (B(0,r)) haciendo uso de la desigualdad @.12), y aplicaremos el lema 41|
para concluir la prueba. El otro término es andlogo, por ser el primero rotado. Por
comodidad vamos a prescindir de los superincides ¢, entendiéndose que estas cuentas
las realizamos para las soluciones regularizadas.

La simetria radial transforma la relacion Ay = w en la EDO

1
—(ry") = w. (4.23)
’

Sea n € C2° con soporte en B(0,1), positiva, con [ 7 = 1. Por la simetria radial, y

usando que V4 = u, definimos

T1T2

f(z) = wus(z) = — - (¥')?,
ri=2, Ai={r:ri <z <r},

fz‘ = fXAi'
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Por simetria, cada f; satisface [, f; = 0. Para aplicar el lema tenemos que probar
que estdn en L°°. Por definicién de r;, f, tenemos la cota

2| fill e < 4 sup 2l (r)]2. (4.24)
Ti—1<TSTy

Para acotar el factor de la derecha, comenzamos observando que al tener w € L, la

desigualdad (4.23)) implica que v(r) = 1)’ es absolutamente continua en cada intervalo

[0, R]. Podemos acotar
T4 T4
<[ W=/ vl
Ti—1 Ti—1

v(r) — ][ " vdr
i1

Por la desigualdad triangular inversa, podemos acotar

'1 Ti T3
sup r|Y(r)] < C —/ |7’¢’\d7‘—|—/ r]w]dr]
ri1<r<r; L7 Jri_q o1
r 1 /Ti T4
]\/Fw'\dr—l—/ r|w|dr]
_\/T_i Ti—1 Ti—1

T 1/2 T
= ¢ \/1771 (/1"11 T(¢/)2dr> (Ti_l)l/Q * /7'1‘1 T|W|dT]

<C

1/2
< (/ |u|2dx> +/ lw|dx | < oo,
L Ai Ai

donde en el pentltimo paso hemos usado |V)| = |u|. Esto muestra que cada f; esta
acotada y le podemos aplicar el lema[.10] que junto a la desigualdad (#.24)) nos da la

cota )
/ |u|?dr + (/ \w\dr) ] :

Como f restringido a B(0,r;) es igual a Z’_OO f; en casi todo, acotamos finalmente

17 1wy < Crillfille~ < C

i i 2
1 losony < S 11 e <C S0 / |u|2dr+< / |w|dr)
1 J 7

j==o0 j==o0

2
/ lu|?dx + </ \w\dr)
B(0,r;) B(0,r)

independientemente de ¢, por la acotacién uniforme @.12)). Aplicando el lema [{.1]
concluimos la prueba. [

Para finalizar, vamos a mostrar que la hipétesis de signo es necesaria en el teorema
Comenzaremos por construir una funcién que nos servird de base para crear el
contragjemplo.

<C <C
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Lema 4.12. Existe una funcion 1) € C°(R?), tal que

supp(v) C B(0,1), /]R? Oy V() Oyt (x)dx = 1.

Demostracion: Sean f, g, ;‘,5 € C*((—1/2,1/2)), y definimos

~

hx) = fla)g(xa), h(z) = f@)(xa), & =h+h.

Por ser funciones regulares y de soporte compacto, es directo que

/ Oy, 1)y, () dz = / O, h(2)D,h (x)d = 0,
R2 R2

por lo que de la definicién de v

~ ~

. O, (%) Oy b () = /R (O 1(@) 02, 1(2) + Oy ()0, () .

Integrando por partes, y separando en componentes,

[ ol ita) =2 [ 0.n@0uha)d

=2 (/R f’(fﬂl)}(ﬂfl)dl“l) (/Rg(l’z);/(b)da?z) :

Elegimos cualquier f € C> no nula, y cualquier ¢ € C°° no nula. Tomando } =fly
~/

g = cg , para un c apropiado se cumple el lema. ]

Lema 4.13. Existe una sucesion de funciones {1 }oc.<1 C C°(R?) cumpliendo de
forma uniforme en € que

supp(v°) C B(0,1), [0 mwey + ||AV®||p1mey < C,
y que
Haﬂﬁlwaamwa"hl(RQ) — 0

cuando ¢ — 0.

Demostracion: Escogemos la funcién ¢ dada en el lema Definimos
€ — c 1 T
Vo) =b(e/e). fla) = 0n0(@)0nible). f0)= 5 (g) .

Veamos que la sucesion {1°} satisface el lema. La condicidn sobre el soporte es direc-
ta. El cambio de variable y = x/¢ muestra directamente que (para ¢ < 1)

%l < N[l < oo,
AP < JAY[|Lr < oo,
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por lo que solo queda probar ||f¢||,, — oo. Como el espacio h; no depende de la
eleccién de 7, podemos imponer 1(z) = 1 para x € B(0,1/2).
Parac < |z| < 1/4,y tomando r = 4|z|, el cambio de variable y = £z nos permite

acotar ]
T—y
[ (x) > / 7 (—) [ (y)dy
16|z B(0,1) 4lz|

1 / (:1:—52)
= f(2)dz
61 S\l )

1 / 1
= — f(2)dz = ——,
16| B(0,1) 16|

ya que [ BO,1) f = 1. Como |z|~2 no es integrable en el origen (en dos dimensiones),
tomando € — 0 concluimos

[F= e = 1157l = oo

[

Lo que muestra este ejemplo es que el teorema (4.4] necesita la hipétesis de signo.

Sin embargo, este teorema solo utiliza la relacion Ay = w, y no que w sea solucién de

las ecuaciones de Euler. Un posible camino para probar la existencia de soluciones dé-

biles tipo votex sheet seria probar que, independientemente del signo de w, el término

no lineal se acota en h'(B(0, R)). Sigue siendo una pregunta abierta si esta propiedad
es cierta o no.
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