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Resumen

El andlisis de las autofunciones del operador de Laplace, esto es, las soluciones no triviales
del problema de autovalores Au + A%u = 0, es uno de los temas centrales en EDPs. Un tema
intimamente relacionado es el estudio de las soluciones de la llamada ecuacién de Helmholtz,
Av +v = 0, que se conocen habitualmente como ondas monocromaéticas. Una relacién bien
conocida entre ondas monocromaticas y autofunciones es que el comportamiento local de
una sucesion de autofunciones con alta energia (esto es, A> — o0) cerca de un punto de
maximo define una onda monocromadtica acotada, tras un reescalado adecuado que depende
del autovalor. Por el contrario, el comportamiento local de una onda monocromatica se puede
realizar por una autofuncién aproximada (o casi-modo) asociada a cualquier energia sufi-
cientemente elevada, en escalas determinadas por esta energia y salvo un error tan pequefio
COmMo queramos.

Un poderoso refinamiento de este tltimo hecho es lo que llamamos principio de loca-
lizacién inversa: si, grosso modo, la degeneracién de los autovalores de alta energia es lo
suficientemente grande, uno puede remplazar las autofunciones aproximadas por autofun-
ciones propiamente dichas. En estas notas probamos versiones concretas de este principio
para los potenciales de Coulomb y del oscilador arménico (en R? y H%(k)) y para el Lapla-
ciano y los campos de Beltrami en el toro y la esfera. Ademdas mostramos que este tipo de
resultados han sido esenciales en la demostracién de una conjetura de Berry sobre conjuntos
nodales anudados del operador de Schrodinger y para obtener soluciones estacionarias de la
ecuacién de Euler con energia finita y lineas y tubos de vorticidad anudados como queramos.

Finalmente, mencionamos algunas ideas clave detrds del principio de localizacién inversa
buscando desarrollar una teoria sistematica y relajar las hipotesis de simetria subyacentes.
Esta linea de investigacion contintia abierta y la autora considera que puede dar interesantes
frutos en el futuro cercano.

XI






Summary

The analysis of the eigenfunctions of the Laplace operator, that is, nontrivial solutions to the
eigenvalue problem Au + A%u = 0, is one of the central problems in PDEs. A closely related
subject is the study of solutions to the so-called Helmholtz equation, Av + v = 0, which
are usually called monochromatic waves. A well-known link between monochromatic waves
and eigenfunctions is that the local behaviour of a sequence of high-energy eigenfunctions
(i.e., with A2 — o0) near their maxima defines a bounded monochromatic wave, after suitable
rescalings that depend on the eigenvalue. Conversely, the local behaviour of a monochromatic
wave can be realized by an approximate eigenfunction (or quasimode) of any large enough
energy, on scales determined by this energy and up to a controllable error.

A powerful refinement of the latter fact is what we call the inverse localization principle:
if, roughly speaking, the degeneracy of the high energy eigenvalues is large enough, one
can replace the quasimodes by actual high-energy eigenfunctions. In this notes we prove
precise versions of this principle for Coulomb and harmonic oscillator potentials (in R? and
H%(x)) and for the Laplacian and Beltrami fields on the torus and the sphere. We also show
that this kind of results have been instrumental in the proof of Berry’s conjecture on knotted
nodal sets of Schrodinger operators and to obtain finite-energy stationary solutions of Euler
equation with knotted vortex lines and tubes.

Finally, we mention some key ideas behind the localization principle in order to develop
a systematic theory and try to weaken the underlying symmetry hypothesis. This line of
research is still open and the author consider that it can be really fruitful in the future.
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Introduccion

1. ¢(Qué son las autofunciones y por qué son atiles?

Las autofunciones del Laplaciano aparecen por primera vez durante el estudio de la vibracién
en membranas. Las ecuaciones del movimiento en una membrana vibratoria () estan dadas
por el problema de valores iniciales y de frontera Dirichlet para el perfil u(t, x) en Rf x Q
con Q) C R%:

(% - A) u(t,x) =0;

u(0,x) = ¢@o(x), %M(O,x) =0

u(t,x) =0, x € 0Q)

Si @) es una funcién propia Dirichlet, i.e., una solucién no trivial de la ecuacién

(A +)\2) A =0y ¢alagg =0, (1)
entonces se obtiene una solucién periddica de la ecuacién de ondas en IR x () :

up(t, x) = (cos(tA)) ga(x)-

Por tanto, ¢, representa el perfil de una vibracién periédica, es decir, un modo normal (en
ingles, a mode of vibration).

Una generalizacién natural es considerar las autofunciones del operador de Laplace-
Beltrami en variedades riemannianas (M, g), con o sin frontera. El operador de Laplace
de (M, g) estéd definido como la divergencia del gradiente: A; = divg(V¢); y viene dado en
coordenadas locales por

8 \/g i,j:l axi ax] )

Mods (0,1} Mods (1,1}
Mode (2,1} Mode (0,2)

Mode {1,2) Mode (0,3}

isvr

Figura 1.: El conjunto nodal de una autofuncién nos da las posiciones en las cuales la membra-
na vibratoria permanece quieta. Imdgenes extraidas de las notas de Steve Zelditch,
que se pueden encontrar aqui.
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Introduccion

Aqui gjj:=g (a%, 8%-)' () es la matriz inversa de (gij) y /g =: y/det (g;;)- En variedades
riemannianas con frontera vacia dIM = @, el problema de autovalores (1) adopta la forma

(8g+2%) uwy =0. (2)

Cuando la variedad IM es compacta, el operador de Laplace-Beltrami tiene un espectro discre-
to con multiplicidades finitas y, como tinico punto de acumulacién, el infinito. En el apéndice
A tratemos el problema de autovalores, donde se justifica esta afirmacién. Escribimos

0=A3 < A2 < A3/ +oo,

para la sucesién ordenada de autovalores, repetidos segtin su multiplicidad. Del correspon-
diente conjunto {”f}j>0 de autofunciones se puede tomar una base ortonormal de L?(IM)

con respecto al producto escalar (u, v) 12(M) = Jp 4o dVy, donde dV; es la forma de volumen
de (M, g). De igual importancia son las frecuencias A;, que son autovalores del operador
pseudo-diferencial eliptico de primer orden v/—A (consultar, de nuevo, el apéndice A).
Como en el caso de la membrana vibratoria, las autofunciones u; representan modos de
vibraciéon de M. También modelan estados estacionarios de una particula libre en la variedad.

2. Conjuntos de nivel

En matematicas, el estudio de las autofunciones tiende a caer en dos categorias:
= andlisis de los estados fundamentales 1 y u1;

» andlisis de las frecuencias altas; centrado, de hecho, en el limite de autofunciones

En ambos dmbitos es habitual estudiar propiedades de las autofunciones tales como acota-
ciones L?, distribucién de puntos criticos, relaciéon con flujos geodésicos, conjuntos nodales,
etc. En este trabajo aparecerd principalmente este dltimo problema, en el que se han hecho
numerosos avances recientemente.

El «conjunto cero» o conjunto nodal de la funcién u es el espacio NV, = {x € M | u(x) = 0}.
Fisicamente, se trata de los puntos de la membrana vibrante que permanecen estaticos, es
decir, la parte de M quieta durante la vibracién. Los patrones nodales (en ingles, nodal
patterns) han sido objeto de estudio desde la época de Ernst Chladni, siglo XIX, cuando se
comenzaron a visualizar experimentalmente estos modos de vibracién. Hoy en dia, sigue
siendo un fructifero campo de estudio. Un ejemplo de ello son los conocidos como problemas
de realizacion en los que se trata de realizar una determinada variedad (en el caso mds usual,
un nudo o enlace) como conjunto nodal de una funcién que es solucién de una cierta ecuacion
en derivadas parciales impuesta por la naturaleza del fenémeno a modelar.

En lineas generales, se conoce que el comportamiento de los conjuntos nodales para au-
tofunciones con energia bajas (especialmente, la primera no trivial u;) es bastante flexible.
Eremenko, Jakobson y Nadirashvili [E]Noy] realizaron un estudio detallado de las posibles
configuraciones de los conjuntos nodales en la esfera dos dimensional $2. En cualquier su-
perficie cerrada, Lisi [Lis11] probé que cualquier curva era difeomorfa a u1(0) para alguna
métrica g. Este resultado fue generalizado por A. Enciso y D. Peralta-Salas [EPS15a] para
variedades e hipersuperficies arbitrarias £ C M.

XVI



3. La ecuacion de Helmholtz y teoremas de localizacién inversa

Para autovalores grandes (Ay — o0) la configuracién de los conjuntos nodales es mu-
cho mas rigida. Una muestra de ello es la famosa conjetura de Yau sobre los conjun-
tos nodales [Yau82]: si notamos u, a una funcién propia asociada al valor propio A? y
Ny, == {x € M :u3(x) = 0}, su conjunto nodal; entonces la conjetura de Yau afirma que
existen constantes Cv ¢, cm,¢ (dependientes de la variedad M y de su métrica ) tales que

cmgh < HITH(NG,) < Cugh, 3)

donde H* es la medida de Haussdorf de dimensién k. Esta propiedad fue demostrada por
Donnelly y Fefferman [DF88] en el caso en que la métrica g es analitica. Muy recientemente,
A. Logunov ha hecho importantes avances también en esta linea de trabajo: en su articulo
[Log18], Logunov ha demostrado la cota inferior de la conjetura de Yau. En el caso maés
general, a fecha de hoy, permanece sin resolver.

Esta rigidez se debe al comportamiento asintético de las autofunciones asociadas a energias
grandes o de alta energia (habitualmente llamadas high-energy eigenfunctions): en cualquier
variedad riemanniana MM, estas autofunciones uj, j — oo, se comportan localmente (en
conjuntos de didmetro 1/;), como las ondas monocromaticas en R" lo hacen en bolas
de didmetro 1. Por suerte, la riqueza de esta clase de ondas permite, en ciertos contextos,
recuperar la libertad de que disponfamos sobre los conjuntos nodales. En el capitulo 3 se
proporcionan algunos resultados muy recientes en esta linea de investigacion.

3. Laecuacion de Helmholtz y teoremas de localizacion inversa

Como ya hemos comentado, estrechamente relacionado con el estudio de las autofunciones se
encuentra el conocimiento de las ondas monocromaticas. Estas son soluciones de la ecuaciéon

Au+u=0, (4)

donde A es el Laplaciano euclideo habitual. En cierto momento, estaremos interesados tam-
bién en estudiar esta ecuacién en otra métrica y consideraremos, por tanto, el operador Ag + 1.
En el desarrollo de este trabajo son especialmente interesantes las soluciones de esta ecuacién
definidas en dominios acotados (2 C R" y en todo el espacio euclideo R” gracias a la teoria
de aproximacién global para ecuaciones elipticas desarrollada por Lax, Malgrange y Browder,
entre otros autores.

El principal nexo entre ondas monocromaticas y autofunciones es el siguiente hecho bien
conocido: el comportamiento local de una sucesion {uy }, . de autofunciones con autova-
lores Ay — oo cerca de sus puntos maximos se asemeja a una onda monocromadtica acotada,
tras reescalar adecuadamente mediante un factor relacionado con Ax. La mayor desventaja
de este resultado es que no proporciona ninguna informacién para discernir si una solucién
de Helmholtz en R" corresponde a una autofuncién en la variedad o no.

Por el contrario, el comportamiento local de cualquier onda monocromadtica se puede
realizar por una autofuncién aproximada (también conocidas como casi-modos, del inglés
quasimode, nomenclatura que no utilizaremos en lo que sigue), es decir, una funcién préxima
en algin sentido a las autofunciones. Mds concretamente, se puede encontrar una combina-
cién lineal de autofunciones de alta energia con autovalores cercanos que aproximan una
solucién de Helmholtz prefijada en la escala natural dada por 1/A.

Una pregunta que surge naturalmente en teoria espectral es cudndo se pueden reempla-
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Introduccion

zar las autofunciones aproximadas por autofunciones propiamente dichas. Es un resultado
clasico que esto es cierto en el caso de los esféricos armoénicos pero, a priori, no esta claro
que se pueda hacer en una variedad riemanniana genérica. Este problema, bautizado como
«problema de localizacién inversa», supone un poderoso refinamiento de la aproximacién
por autofunciones aproximadas. El principio de localizacién inversa afirma grosso modo que
si la degeneracién de los autovalores de alta energia de IM es lo suficientemente grande, se
puede alcanzar la aproximacién con auténticas funciones propias. El problema permanece
abierto hasta el dia de hoy en su versién mas general. No obstante, en ciertos contextos
particularmente simétricos, Enciso y Peralta-Salas, junto con Torres de Lizaur y Hartley, han
dado una respuesta afirmativa a esta cuestion.
Estos contextos son los siguientes:

» En [EPSdL21] se demuestra el principio para las autofunciones del toro plano (T", gy) =
((R/27tZ)", go) (donde gy denota la métrica plana usual) y se aporta una nueva de-
mostracién para el, ya conocido, caso de la esfera de R"*! con su métrica habitual

(8", gsn).

= Si consideramos la ecuacién de autovalores como un caso particular de la ecuacién
relativista de Schrodinger, en el que la particula es libre, podemos preguntarnos acerca
del problema resultante al afiadir un cierto potencial V. Para el oscilador arménico
y el potencial de Coulomb, esenciales en mecanica cudntica, el problema fue resuelto
en [EHPS18b] y [EHPS18a], respectivamente. Ademds podriamos considerar el caso
de una particula sujeta a uno de estos potenciales y que se encuentra en un espacio
de curvatura negativa constante. Muy recientemente A. Enciso, D. Peralta-Salas y
la autora han resuelto el problema ya comentado en este nuevo contexto: el espacio
hiperbélico. Su prueba se podré encontrar en el capitulo 4. Ademads, se estd preparando
un articulo conteniendo este resultado para su posible publicacién [EGRPSa].

= En el marco de las autofunciones vectoriales, i.e. V = (v1,v,v3) tales que Avj = )wj
para j = 1,2,3, se ha probado cierto el principio para campos de Beltrami, a saber,
funciones u : M3 — R3 tales que rotu = A'u donde M? es la esfera o el toro de
dimensién 3 [EPSdL17].

Para la demostracion de estos hecho ha sido clave la existencia de una cierta flexibilidad
que aparece en el problema como consecuencia de la simetria del mismo. Concretamente, en
todas las demostraciones arriba mencionadas se utiliza fuertemente las grandes multiplicida-
des de las autofunciones de alta energfa. Por esta razén, la prueba no se puede extender a una
variedad riemanniana genérica. De hecho, el resultado no deberia ser cierto en general. Ex-
plotando estas ideas y utilizando herramientas de anélisis microlocal y geometria diferencial
entre otros, se cree que es posible desarrollar una teorfa sistematica de localizacién inversa
en variedades. En estas notas comentamos brevemente cuales creemos que podrian ser los
siguientes pasos a seguir para alcanzar este objetivo: tratar de rebajar las hipotesis de simetria
subyacentes, estudiar una propiedad de localizacién inversa cuantitativa y relacionarla con
las métricas Zoll aparecen como los hitos a seguir.

La localizacién inversa es una poderosa herramienta por asegurar que cualquier onda
monocromadtica definida en un conjunto compacto de IR"” se puede reproducir en una bola
pequefia de la variedad por una autofuncién de alta energia. Esto nos permite por ejemplo
«transferir» aquellos conjuntos nodales que sean realizables en el espacio euclideo a auto-
funciones de alta energia en la variedad (o, en su defecto, al problema con potencial no
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3. La ecuacion de Helmholtz y teoremas de localizacién inversa

nulo), siempre que se satisfaga una cierta estabilidad estructural. Gracias a esto, los teoremas
de localizacién inversa han permitido resolver la conjetura de Berry en conjuntos nodales
anudados del operador de Schrodinger y, en el contexto de mecénica de fluidos, obtener
soluciones estacionarias con energia finita de la ecuacion de Euler tridimensional que presen-
tan lineas de vorticidad anudadas, entre otros resultados importantes. Comentaremos estas
importantes aplicaciones en el capitulo 3.

Finalmente destacaremos que en todas las aplicaciones anteriormente mencionadas se hace
uso de la teorfa de aproximacién global con decaimiento. Hablaremos de ella brevemente
a lo largo de todo el trabajo y dedicaremos el capitulo 5 a la presentacién de un nuevo
resultado de G.A.D. en el contexto del espacio hiperbélico, que se espera que pueda ser
una herramienta en la resolucién de problemas de realizacién en el contexto del espacio
hiperbélico tanto para la ecuacién de Helmholtz como para ciertas ecuaciones diferenciales
no lineales.
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1. Autofunciones de alta energia y soluciones de
Helmholtz

En este capitulo demostramos dos resultados clasicos que relacionan las fun-
ciones protagonistas de estas notas: las autofunciones del Laplaciano en una
variedad cerrada y las ondas monocromaticas. En primer lugar veremos que,
como la ley de Weyl afirma, el comportamiento local a cierta escala de toda
autofuncion se rige por la ecuacion de Helmholtz y, a continuacién, notaremos
que un resultado reciproco es cierto si utilizamos autofunciones aproximadas.

1.1. Rigidez de las autofunciones de alta energia

Fijamos M una d—variedad de Riemann cerrada con métrica g, de clase C* (de ahora en
adelante, diremos simplemente «regular» o «suave»). Notaremos por Ag al operador de
Laplace-Beltrami en IM para diferenciarlo del Laplaciano euclideo habitual A. En lo que
sigue, supondremos que M es cerrada (i.e., sin borde y compacta). Respecto del producto
escalar definido en L*(M), el operador Ag es autoadjunto. Por ello, el Teorema Espectral
(véase el apéndice A) permite tomar una base ortonormal {1}, de L?(IM) consistente en
autofunciones asociadas a valores propios que tomamos ordenados 0 = A < A2 < ... <
/\% <...— oo

Observacion 1.1. Llamamos la atencién del lector sobre el hecho de que la ecuacién de au-
tovalores considerada en estas notas serd (Ag + )\%)u = 0, en contraste con la convencién
adoptada por gran cantidad de manuales y autores de notar a los valores propios sin el
exponente cuadrado, (Ag + Ax)u = 0. Intuitivamente, por ser el Laplaciano Ay un operador
de segundo orden, la escala més adecuada para cancelar el factor A7 es A !, de forma que nos
ahorramos escribir molestas raices cuadradas continuamente al reescalar nuestro problema.
Denominamos, como es habitual, frecuencias del Laplaciano a los valores Ay.

Por otro lado, diremos que una funcién v : R” — R es una onda monocromaética (en
ingles, monochromatic waves) si es una solucién regular de la ecuacién de Helmholtz: Av +
v = 0. Como veremos, ondas monocrométicas y autofunciones son clases de funciones
estrechamente relacionadas. Ya en la introduccién hablamos sobre la flexibilidad de las
funciones propias asociadas a energia pequefias (recordemos los resultado de [Lis11] y
[EPS15a]). La contrapartida de esta propiedad es la rigidez de las mismas a medida que
aumentamos el valor de la energia asociada, que se puede intuir por el trabajo de [Yau82],
[DE88] y [Log18], entre otros. El primer nexo de unién entre autofunciones en una variedad
cerrada M y ondas monocromaticas euclideas es un hecho bien conocido en este escenario:
toda sucesion de funciones propias con alta energfa (cuando A — o) se comporta localmente
(tras un reescalado adecuado) como una onda monocromatica. De este resultado, que es
bien conocido incluimos una demostracién en esta seccién que se debe a A. Eremenko, D.
Jakobson y N. Nadirashvili, 2007 [EJNo7].

Definicién 1.1. Dada una funcién f € L* (M) diremos que un punto x € M es un punto de
méximo de f si se tiene que |f(x)| = || f||L-
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Teorema 1.1. Sea (M, Q) una d—variedad riemanniana cerrada, el comportamiento local de las
autofunciones del Laplaciano uy tales que Aguy + AZuy = 0, para k lo suficientemente grande, estd
dado, cerca de un punto de mdximo y en la escala natural /\;1, por una solucion acotada de la ecuacion
de Helmholtz en R, Aii + 7 = 0.

Demostracién. Primero demostraremos la existencia de limite, ii. Para ello utilizaremos una
técnica conocida habitualmente por su terminologia en inglés: Blow-up procedure, o procedi-
miento del Blow-up.

Fijado k € IN, consideramos la autofuncién uy : M — R definida por satisfacer en todo
M la ecuacién
Aguy + )\%uk =0. (1.1)

Tomamos también un punto de maximo de ella, x; € M y normalizamos la sucesién de

funciones propias como L(lf(k” , de forma que H”k||L°°(IM) =1

uk —
”ukHL‘x’(]M) [11
Para cada uno de estos x; € M fijamos {E’l‘,...,E’;} una base ortonormal de T\, M y
definimos coordenadas geodésicas normales asociadas a esta base. Es decir, notamos por
I € Ty, M al entorno de cero donde esta bien definida la aplicacién exponencial:
exp,. : I, — M (1.2)
Vi expy (V) i= Yx0(1), (1.3)

siendo 1y, la tinica geodésica que pasa por xj con direccién v. Las coordenadas geodésicas
estdn dadas entonces por la parametrizacion

X:BCRY— M (1.4)
x = X(x):= expxk(ﬂ(x)); (1.5)

siendo B C IR¥ una bola abierta centrada en el origen y

0: B — T\, M (1.6)

d
x> 0(x) =) x'EF. (1.7)
k=1

Para ry lo suficientemente pequeno (basta pedir, 7 < iy,, donde iy, es el radio de inyectividad
de M en x, es decir, el mayor radio tal que exp, es un difeomorfismo en Bi ), podemos
k

definir la bola geodésica centrada en x; y de radio r; como

BS (x¢) = {exp,, (0(x)) | Ix] <r¢}. (1)

Por ser M una variedad compacta sabemos que el radio de inyectividad de la variedad ip =
infpeM ip es positivo. Podemos entonces encontrar un valor n > 0 tal que iy, > ipg > n >0

para todo k € IN. Si definimos C := nA1, se cumple A% = n% < n < iy, y las bolas geodésicas
Bg//\k(xk) = {expxk(ﬂ(x)) | x| < C/)\k} estdn siempre bien definidas.

En este momento realizamos el Blow-up de cada una de estas bolas a la bola unidad de
R?. Para ello, hacemos un reescalado definiendo una nueva métrica §; = A% - ¢ y nuevas
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coordenadas normales dadas por las parametrizaciones:

Y: V=B /A CR — M (1.9)
y = Y(y) = expy, (A, 16(1)). (1.10)

Una ventaja de utilizar las coordenadas normales geodésicas es que nos permiten diagonali-
zar la métrica §; en x; y obtener la siguiente expansion en serie de Taylor de los coeficientes

gij(x) y §7(x):

i(x) = G+ 5 3 Rigtx '+ 0 (|x) v
kl 1

g (x) =8 — Z Rigjix  +0 (|x| )

donde R es el tensor de curvatura de Riemann en M, Riji =8 (R(Ei, Ek)Ej, El) en xy d;j es
el simbolo de Kronecker.

Observando que §;j(y) = gij(A; 'y), con algunos cdlculos directos podemos comprobar

d /\—2
Siily) =dj+ ). %Rikﬂykyl +O0(M\PyP) =6;+0 (A;:2> y
k=1

B d )\72
§y)=6;- ) 75 Riiiyy' + OA3yP) = 6;;+ O (Ak_z) :
k=1

También es inmediato que

d

A—z
log|gl(y) = Y %Rikizyky@@(?\fly?):0(?\;2). (1.11)
kli=1

Las conocidas férmulas locales para el gradiente y el Laplaciano de una funcién (a saber,
Vef = Kot 890, 0ry Ak = Sy 00 (s 818101 F) =Eiir 87 3 + Kl 0 0, +

Z ij=172 14 9;(log|g|) @ if, para toda funcién f regular en M), nos permiten afirmar que, si la
primera derivada de f es acotada, tenemos

[Vef = Vfllo < C-rgen By (x), (1.12)

donde V; es el gradiente en la métrica g y V es el gradiente usual de la métrica euclidea.
La constante C dependiendo solo de la cota para las primeras derivadas de f en Bj, (x). De
igual forma, si f es una funcién definida en IM con primeras y segundas derivadas acotadas,
tenemos

[Agf — Aflleo < C-7g en B (x), (1.13)

de nuevo C dependiendo solo de las cotas para las primeras y segundas derivadas.
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Estamos en condiciones de definir la sucesién de funciones

i VAr-B— R (1.14)
v ti(y) = g (expy, (A10(9))) - (1.15)

Cada una de ellas es una autofuncion en escala 1/A; cerca de xy.

Veremos que, salvo tomar una subsucesion, esta converge uniformemente en cada compac-
to a una solucién 7 : RY — R de la ecuacién Adi + il = 0 que ademas cumple [[#]| oo Ry = 1.
Por como la hemos obtenido, esta i se llama limite blow-up de i

Comenzamos notando que

Viite(y) = A Veite(y) y (1.16)

Agug(y) = A2 Agity(y). (1.17)

Por tanto, satisfacen la ecuacién uniformemente eliptica
Agﬁk + i =0, (1.18)

en coordenadas normales centradas en el punto x; € M. Por las cuentas anteriormente
hechas, sabemos que en B%/Tk(xk) la métrica en coordenas normales coincide con la métrica
euclidea salvo por términos del orden de A, 1. Tomemos un R < /A; entonces ||ig||co 5, < 1
y la sucesion estd uniformemente acotada en Bg. Por el teorema de Ascoli-Arzela, sabemos
que (salvo tomar una subsucesién) iy converge uniformemente a una funcién regular i en
Br. Como Ay — oo, podemos aplicar un argumento de diagonalizacién y encontrar una

(k)

subsucesién { u que converge a ii : R? — R uniformemente en cada bola Bg(0) y,
k SreN

por ello, en cada conjunto compacto. Observamos que

Ve8]l 0y < A Vil 6 (1.19)

/
/\k_l (xo)
y, por (1.12), el gradiente euclideo de il también estd uniformemente acotado en Bg(0).
Ademads, por ser i} solucién de una ecuacién eliptica (a saber, (1.18)) se pueden encontrar
cotas similares para todas sus derivadas. Estas cotas, obtenidas por argumentos de acotacion
para ecuaciones elipticas, dependen del valor de la métrica § pero la relacién (1.13) nos
proporciona una cota uniforme de todas las derivadas.

Repitiendo el argumento utilizado con iy para sus derivadas, afirmamos que todas ellas
tienen una parcial convergente a i uniformemente en compactos, es decir, la convergencia
de iy a 7 es en norma C' sobre compactos, para todo ! € IN: para todo K C R“ sub-
conjunto compacto, ||V'i — V’ﬁkHLoo(K) < |Jit — #ig[[~(x) < €. Como consecuencia de la
convergencia uniforme en compactos afirmamos que il es una solucién regular de la ecua-
cién buscada: Aii +u = 0 en todo R¥. Por ultimo, por la normalizacién que hemos hecho,
limy o | (0)| = | limy o0 @ (0)| = |limy o0 ug(xx)| = 1, asi que no se trata de la solucién
trivial, y ||| ;(gasy = 1, como buscabamos. O

La desventaja de este teorema reside en que no indica qué soluciones de Helmholtz pue-
den aparecer como limites locales de autofunciones. Sin embargo, el siguiente resultado de
andlisis microlocal es, en cierto sentido, un reciproco de este. Afirma que el comportamiento
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local de cualquier onda monocromatica se puede reproducir por autofunciones aproximadas
para cualquier nivel de energfa suficientemente alto, que determina la escala adecuada.

1.2. Autofunciones aproximadas y la funcion espectral

En esta seccién introducimos un resultado de aproximacién entre autofunciones y ondas
monocromdticas que mejora al anterior en la libertad que ganamos sobre la ecuacién de
Helmholtz: podemos aproximar cualquier solucién prefijada de la ecuacién en R?. El precio
a pagar es la necesidad de utilizar autofunciones aproximadas (en inglés, quasimodes en
relacién con el término mode utilizado en fisica para denotar las autofunciones), esto es, una
generalizacién de las autofunciones propiamente dichas.

Se pueden encontrar en la literatura muchas definiciones distintas que generalicen el
concepto de autofuncién. Una definicién cldsica, utilizada por Keller, Babich y Guillemin-
Weinstein entre otros autores de renombre, es la de que una autofuncion aproximada {{ } ;-
de orden cero es una sucesién de funciones normalizadas en norma L? cumpliendo

(8= 1) ell2 = O(1), (1.20)

.2 . . 2 o8] .
para una sucesion de valores propios aproximados {f}, . En el trabajo de autores como
Lazutkin, Arnold y Ralston, las autofunciones se construyen habitualmente como una integral
oscilatoria, a saber,

() = [ Dy, )z, (1.21)

con cierta fase S y amplitud a elegidas para que alguna norma de (A + A?) ¢, sea peque-
fia. Esta definicién nos permite, intuitivamente, controlar cudnto distan las funciones de la
sucesion de ser funciones propias.

Otros autores, como Verdiere, definen las autofunciones aproximadas por ser, esencialmen-
te, las soluciones asintéticas de la ecuaciéon

(A +)u(x, ) = O(TI:N), (1.22)

para N > 0y 7 — oo. Las funciones u(x, 7¢) no son del todo buenas aproximaciones de
las funciones propias pero los valores T; definen una buena aproximacién asintética de una
familia de valores propios. Esta definicion se puede generalizar a la de solucién aproximada
de un operador pseudodiferencial. A una familia de soluciones aproximadas {u(h)},_j. o
de P(h)u(h) = 0, donde P(h) es un operador diferencial, se le suele exigir que cumpla las
cotas:

P(h)u(h) = O(h) y (1.23)
u(h) = O(1). (1.24)

En esta seccion trabajaremos con una clase particular de autofunciones satisfaciendo estas
cotas: los ciimulos o agrupamientos espectrales (mds conocidos por su nomenclatura en
inglés, spectral cluster).

Definicién 1.2. Diremos que la funcién u : M — IR es un spectral cluster del Laplaciano
si es combinacién lineal de una cantidad finita de autofunciones u; con frecuencias A en
un intervalo I C R. Es decir, u(x) = Y}’ ,ux(x) para todo x € M donde cada uj es una
autofuncién asociada al valor propio )\% con Ay € I.
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Debido a la dificultad que encierra el conocimiento directo de las autofunciones de forma
individual, es habitual enfocar este estudio a través de funciones ntcleo, i.e., nticleos Schwartz
de autofunciones. Méas concretamente, en esta seccién trabajaremos, como es costumbre, con
la funcién espectral del Laplaciano, que podemos definir gracias al siguiente teorema de
Schwartz.

Definicién 1.3. Dada una variedad diferenciable M definimos el espacio de distribuciones
en M como el dual continuo del espacio de funciones regulares definidas en ella con soporte
compacto, D'(M) = (C®(M))’ dotado de la topologia de la convergencia uniforme en
compactos. Si M es una variedad compacta, este espacio no es mas que D’ (M) = (C®(M))".

Teorema 1.2. Schwartz, 1952.
Sean X e Y wvariedades requlares. Para cada aplicacion continua y lineal k : C®(Y) — D'(X),
existe una vinica distribucion K € D'(Y x X) tal que

(ku,v) = (K,u®v). (1.25)

A K la llamamos «el niicleo» de k. EI reciproco también es cierto. Toda distribucion K € D'(Y x X)
define una aplicacion continua y lineal k : C°(Y) — D'(X) de la que es niicleo, en el sentido ya
mencionado.

Prevenimos al lector de que notaremos indistintamente el Laplaciano A, y su extension
autoadjunta a todo L?(IM) (sabemos que existe por el cldsico teorema de extensién de Frie-
drichs). Sea I C R un intervalo, consideramos el proyector espectral del operador,

Ey: L2(M) — @ ker (Ag - y2> , (1.26)
uel

es decir, la proyeccion sobre el subespacio generado por las funciones propias asociadas a
autovalores y? € I.

Por el teorema mencionado y por la regularidad de las funciones propias, podemos definir
su nucleo Schwartz como la funcién de C*°(IM x M) dada por

Ei(x,y) = ) uj(x)uj(y). (1.27)

/\/‘EI

Estamos especialmente interesados en el caso en que I = [0, A?] para algtin valor A € R.
Entonces, el nticleo de la proyeccién sobre el espacio de funciones propios de energia menor
o igual a A? recibe el nombre de funcién espectral (habitualmente, spectral function) y es

Ex(x,y) = Eg(x,y) = Y w(x)u(y). (1.28)

A/ZSAZ

Son numerosos los resultados sobre estimaciones del resto en aproximaciones asintéticas
de la funcién espectral. El siguiente resultado, conocido como Ley de Weyl puntual o local,
se debe a Hormander [H668] y sera de utilidad en la demostracién del teorema clave de esta
seccion.

Teorema 1.3. Hormander, 1968.
Sea P un operador diferencial eliptico, positivo, autoadjunto, de orden m y con coeficientes C* en
M. Sea w una carta coordenada donde la medida de Lebesgue definida en cada fibra de T*IM por dx
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coincide con la densidad en M. Para cada x e y en un subconjunto compacto de w y lo suficientemente
cercanos, tenemos umformemente

E x,y) — (2m) "4 et g ‘g C(1+ [A)@-D/m 1.2
ooy =0 f | <C1+1A)) (1.29)

donde  es una funcion homogénea en & € R? de grado uno que cumple

P, Vat) = p(y,0), $(xy,8) = (x—y,O+0 (x—yPel)  cuandox -y, (130

p es el simbolo principal del operador Py Eq 5 es el niicleo de la proyeccién espectral para el susodicho
operador.

Con estas herramientas podemos finalmente enunciar el teorema clave de esta seccién.

Teorema 1.4. Para cualquier solucién de la ecuacion de Helmholtz Av +v = 0 en un conjunto
acotado S C R? con complemento R\ S conexo, cualquier p € M y valores 17,6 > 0y | € N, existe
una combinacién lineal de autofunciones u con frecuencias en el intervalo [A, (1 + n)A], para un
cierto valor A lo suficientemente grande, tal que

(o0 (3)) -2

1.3. Demostracion del teorema 1.4

cis) < 0. (1.31)

Demostracién. Nos disponemos a demostrar el teorema clave de esta secciéon. Por su exten-
sién, dividiremos la prueba en varios pasos y no la atacaremos de forma directa, sino que
intercalaremos observaciones oportunas durante su desarrollo.

1.3.1. Aplicacion del teorema 1.3 y algunos calculos

Buscamos aplicar el teorema 1.3. El caso particular que nos atafie es el de P = A, operador de
orden m = 2. Consideramos la funcién espectral E, y restringimos nuestro estudio al caso de
x,y € M lo suficientemente cercanos para que la distancia riemanniana entre ellos distg(x, y)
sea menor que el radio de inyectividad de M, de forma que la inversa de la aplicacién
exponencial exp, 1(x) esté bien definida. En este caso, escribimos:

_ j xp ! d
Er(x,y) = Eg 2 = (27) / S5 (Eexe, () K iReyA; (32)
I¢lgy <A (detgy)

donde estamos integrando sobre la fibra del cotangente T)IM y el valor de la integral es
independiente del sistema de coordenadas elegido porque la medida de integracién utilizada

d¢// (detgy) es el cociente de la forma simpléctica natural d¢dy en T*M por la forma de

volumen riemanniana 4/ (detgy)dy. El resto R(x,y,A) es una funcion suave en x e y que
vamos a estimar.
Cabe mencionarse que la hipétesis sobre dist, (x,y) = ’expy* 1(x)’ no es una suposicion

demasiado restrictiva porque si distg(x,y) > J, entonces Ey = O (A~*). Esto se debe a las
propiedades de las integrales oscilatorias (véase, por ejemplo, [Steg3]).
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Definicién 1.4. Dadas funciones regulares ¢ y ¢ real valuadas, la integral
1(A) = [ eMWp(a)ax (13
decimos que es una integral oscilatoria de primer tipo en mdltiples variables.

En nuestro caso

/ eigy (ézexpy_l (x)) dé _ /\d ei/\gy (l/,exp;l (x)) dv ~ (134)
Elgy <2 (detgy)?  (detg,)"* /Ivlsy<1

d . _
) (clt)\)”2 /Rd emgy<v'eXpyl(x))@s(V)dv =CATI(M), (1.35)
e gy

donde @, : R — R es una funcién de soporte (cut-off function) que vale 1 en la bola unidad,
0 fuera de una bola algo mayor, 1 + ¢ para todo € > 0 pequeio, y que es regular de clase
infinito. Recordemos una de las propiedades més caracteristicas de estas integrales:

Teorema 1.5. Principio bdsico de la fase no estacionaria

Si ¢ es suave y de soporte compacto y ¢ es suave y no tiene puntos criticos en el soporte de ¢,
entonces se tiene

I(A) = /]R MDy(x)dx = O(AN), (1.36)

cuando A — oo, para todo N > 0.

La demostracion, que es sencilla, se puede encontrar en la mayoria de libros de referencia
como, por ejemplo, [Steg3] y se basa en la igualdad

- : Vo
iAp i) |
e = v () Ao (1.37)

y la aplicacién del teorema de integracién por partes. Otra forma de proceder serfa descom-
poner la integral en una suma finita

Z/}RLH (/]R ei)‘¢(x1""'x")lpk(x1,...,xn)dxl) dxy...dxg; (1.38)
k

y aplicar el Principio bdsico en el caso unidimensional a cada una de ellas. Para justificar
este, notemos por D al operador diferencial

1d
Df(x) = (iA¢/ (1)) " (139)
y por D! su operador transpuesto,
d
D'f(x) = T dx <M],C(x)> : (1.40)

Entonces, para todo N > 0, DN (¢/*?) = ¢/1?, e integrando por partes y usando que ¢’(x) # 0
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en todo el soporte de ¢, notamos que
irp _ N [ irp _ irp (N
/]R e Pypdx /]R D (e ) Ppdx /]R e’ (D) pdx. (1.41)

Entonces, claramente, |I(1)| < AyA~N para todo N € N y tenemos la cota buscada.

Volviendo al caso de nuestro interés, notemos que si diste (x, y) > ¢, entonces g (~, exp, ! (x))

no tiene puntos criticos y estamos en condiciones de aplicar el Principio basico de la fase no
estacionaria. Afirmamos pues que I(A) = O(A~N) cuando A — oo y para todo N > 0, es
decir, I(A) = O(A™%) y, por tanto,

d . _
crt = (th)m Joud™ (9", (1) = 0(1), (1.42)
etgy

cuando distg(x,y) > J. Asi, este caso no suscita gran interés y podemos suponer sin gran
pérdida que d(x,y) es tan pequefla como necesitamos.

Por otro lado, las propiedades de la métrica en coordenadas geodésicas vistas en la seccién
. . . o -1 . ., .
anterior nos permiten afirmar que ¢(x,y,¢) = gy (C, exp, (x)) satisface las hipoétesis del

teorema 1.4. Como el simbolo principal del Laplaciano y la densidad en IM son conocidos,
concluimos que

i exp; ! d _
E)\(x/y) _ (27.[)751/‘ egy(gf Py (X)> g 7 < C(l +/\2)(d 1)/2/ (143)
‘g‘gy<)\ (detgy)
luego R (x,y,8) = O (/\d’l) y
- igy (Gexpy1(x)) _ dg d-1
Ex(x,y) = (2m)74 elgy( y ——5 + 0 (A . (1.44)
/Ié‘lgy <A (de’cgy)l/2 ( )

A continuacién detallamos algunos cdlculos que, si bien no forman parte de la demos-
tracion, servirdn para motivar los pasos venideros al dejar patente el comportamiento de la
integral a estudiar.

SiI(A):= [(1 — )% A%, (1+7)? /\2} para algtin 7 > 0 pequefio pero fijo, entonces Ej(,) =

Eo 1m2a2) — Epoi—p2a2) = Ema — E—y)a- Luego

— —d igy (&expy ! (v) g -1
EI(A)(xry) = (2m) /177]< \g|fy - e y( Y >(detg)l/2 +0 (/\ ) . (1.45)
y

Sea ahora x = exp, (%), de forma que g, = Id + O (%) , es decir, tomamos coordenadas
normales geodésicas. Con ¢ := % y usando que |X| = disty(x,y) - A,

E(x,y) = 2m) 27 [

N eig'Xd(f +0 (Adﬁl) . (1.46)
1-n<|¢|<1+y



1. Autofunciones de alta energia y soluciones de Helmholtz

Calculemos de forma mads explicita esta integral.

.z _ 1+y ,
/ 3 e Xdf = / / X9 do(w)rtdr. (1.47)
1-y<[§|<1+y 1-y Jgd-1
Tomaremos coordenadas polares de forma que el eje polar sea el de la direccién de %:
. o
/ eXvdo(w) = / / e1XIc0s(0) gin®=2(9) dp 4920, (1.48)
§i-1 QJo

donde () recoge el resto de direcciones linealmente independientes a X. A continuacion,
calculamos una de las integrales y hacemos el cambio de variable cos(f) = u en la otra.
Obtenemos la expresién que sigue

7/ el\X|cos(9) Sind_z(g) do = 7/ el\X\u (1 _ uZ) du (1.49)
r(ig) %o r(4t) /-
2 2
27-[‘12;1 1 . % 0. ’7]2;3
- _ / gl Xlu (1 - u2) du + / eI Xu (1 — u2> du (1.50)
F () Lo
&= d

— :@;1) [/01 oIl (1 — uz) E du + /01 e~ Xlu (1 — u2> 7 du] . (1.51)

Aplicando la férmula de Euler y la paridad de las funciones trigonométricas llegamos a

d—1
't /2702

l—v(dgl)‘/o (1714 ) COS(|X‘M) du = W]d/2,1(|xl), (1.52)
donde J, es la funcién de Bessel y hemos utilizado una de sus representaciones integrales

que se puede encontrar en el apéndice B. Regresando a la integral que estdbamos estudiando
(1.47) tenemos que

o 147
/ ) el XgE = 7]"”2_1 ET;LXP rd*1(27c)d/2 dr. (1.53)
1=y <[g]<1+7 1=y (r| X"
Volviendo ahora a (1.46),
_ 1+y _ _
i () = @)~ [ o (01X X292 ar £ O, (as)
Ahora usamos otra identidad del apéndice B, que afirma que
149 1 /2 1 Nd/2
J T AT P ) (LR 1 e L LR 1 e
1=y
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1.3. Demostracion del teorema 1.4

y conseguimos una férmula explicita

EI()\) — (Zﬂ)_d/z)\d (1 + U)d/z Ja2 ((1 + 77) ‘X|) — (1 — U)d/zfd/Z ((1 — 77)|X|) + O()\d_l).
| X‘d/Z
(1.56)
Utilizando la misma férmula del apéndice B y el teorema del valor medio, conseguimos una
aproximacién para el término lider de E;. Explicitamente, usamos que, para 7 < 1, i.e, muy
pequefio y positivo,

(L +)IXDY? Jaya (L +7)IX]) = (1= )| XDY? Jaya (1= 1)|X]) = (1.57)
d zd/zf .
27[X] - (dZd/Z()) =29 X|"* 401 (1X]) + O(). (1.58)
ce((=m)|X[,(1+m)|X])
Finalmente,
_ 1 (1X
B () =20 24 2m) 2 (B2 8D o 0 (1) s

Esta aproximacién nos orienta hacia las soluciones que debemos elegir como aproximacioén:
aquellas que podamos extender en serie con sumandos de esta forma. El siguiente paso sera
ver que eso es posible para las ondas monocromaéticas.

1.3.2. G.A.T.: Teoria de aproximacion global

Para continuar la demostracién nos apoyaremos fuertemente en la teoria de aproximacién
global de ecuaciones diferenciales parciales. Grosso modo, un teorema de aproximacién global
para un operador diferencial P afirma que si una funcién v satisface la ecuacién Pv = 0 en
un conjunto (), bajo algunas consideraciones técnicas no demasiado restrictivas, podemos
encontrar una solucién global u de la ecuacién Pu = 0 en R? que aproxima a v; en el sentido
de que u — v se puede hacer arbitrariamente pequefio en alguna norma en (). Decimos que
son teorema de tipo Runge porque generalizan el resultado clasico de Runge (1884) para la
aproximacién de funciones holomorfas por polinomios en conjuntos compactos del plano
complejo. En la década de 1950, Lax y Malgrange probaron que las soluciones de ciertas
E.D.Ps elipticas y homogéneas en subconjuntos acotados con complemento conexo son el
limite de soluciones de la misma ecuacién en todo el espacio. Es lo que se conoce como
resultados de aproximacién global (de ahora en adelante, G.A.T., por sus siglas en inglés).

En los afios 60s, Browder mejoré significativamente estos resultados y, posteriormente, se
han conseguido importantes avances al incluir decaimiento en infinito. La teoria de aproxi-
macién global con decaimiento (en lo que sigue, G.A.D.) ha permitido, entre otras mejoras, la
construccién de soluciones fisicamente significativas y la aplicacién de la misma a ecuaciones
no lineales. En el capitulo 5 retomaremos este tema para proporcionar un resultado original,
pero en esta ocasion haremos uso de teoremas de G.A.D. recientemente probados para conti-
nuar con nuestra demostracién. En particular, vamos a seguir las técnicas desarrolladas en
[nGF18, Teorema 1.6.] por M. A. Ferrero y en [EPS15b, Proposicién 8.2.] por A. Enciso y D.
Peralta-Salas para demostrar el siguiente lema:

11



1. Autofunciones de alta energia y soluciones de Helmholtz

Lema 1.1. Podemos aproximar toda solucion local de la ecuacién de Helmholtzv : S — R,
Av + v = 0 en un conjunto compacto S con complemento R?\ S conexo, por una serie finita como

Jr g (D)

n s 1.60
iR (160

V(x) = lécl Y (|i|>

definida en todo R?. En (1.60), L es entero, c; son coeficientes reales e Y; y Ji a4 son esféricos
+4+1
armonicos y funciones de Bessel (se pueden encontrar en el apéndice B), respectivamente.
La aproximacion se consigue en norma C en S para todo k € N fijo:

para cualquier constante positiva €.

Demostracion. Como un paso intermedio antes de demostrar el resultado de aproximacion
global, establecemos la siguiente proposicién que permite simular nuestra solucién por una
definida en una bola euclidea conteniendo al conjunto S. Su demostracién se omitira pues
se puede encontrar en [EPS15b] y demostraremos una versién similar en el capitulo 5 en
el contexto de un nuevo teorema de aproximacién global con decaimiento en el espacio
hiperbélico.

Proposicion 1.1. Sea v una solucion de la ecuacion Av 4+ v = 0 en un subconjunto compacto S de
RY. Supongamos que su complemento R?\S es conexo y que S estd contenido en la bola Bg. Entonces
para todo & > 0y todo entero positivo k existe una funcién w cumpliendo la ecuacion Aw +w = 0
en Br que aproxima la funciéon v en S como

[0 — wl|cr(g) <. (1.62)

Consideramos la bola euclidea de centro el origen y radio R, Bg C R? donde esta de-
finida la solucién local de Helmholtz w dada por la proposicién anterior que satisface la
cota ||v — w“ck+2(s) < 6/2. Tomaremos coordenadas esféricas (conocidas en ocasiones por
«coordenadas hiperesféricas», al ser en dimensién d), es decir:

x1 = rcos(¢r) (1.63)
xp = rsin(¢y) cos(¢2) (1.64)
x3 = rsin(¢) sin(¢y) cos(¢s) (1.65)

: (1.66)
Xy =rsin(¢r) ...sin(Ps») cos(¢a—1) (1.67)
Xy = rsin(¢y) ...sin(¢py_o)sin(¢py_1), (1.68)

donde r € [0,00), ¢1,..., 942 € [0,71] y ¢pg_1 € [0,27). Notaremos por {Y;(w)};>, para
w € $%1 a los esféricos armoénicos (no confundir con funciones de Bessel de segunda espe-
cie). Sabemos que los esféricos armoénicos forman una base de L2(S%~1); por ello podemos
expandir w en esta base ortonormal de esféricos arménicos en cada esfera de dimensién

12



1.3. Demostracion del teorema 1.4

d —1 que forma Bg:

Zwl |x]) Yz( ) sz (1.69)

donde r := |x| y w := \%I Ademas ya sabemos que Ags1Y; = —p;Y; con py := 1 (1 +d —2)
(es decir, es un valor propio del Laplaciano). La convergencia de esta expansioén es en norma
CK, para todo k € IN y sus coeficientes se pueden calcular como

wy(r) == /Sd—l w(rw)Y)(w)dw. (1.70)

Una propiedad que serd mas importante para nosotros de los coeficientes es que satisfacen
la ecuacién de Bessel. Primero notamos que, gracias a la convergencia fuerte en norma,

Agi-1w(x) = Agi (Z Y (w ) = i (Agi—1Yi(w)) wy(r) (1.71)

1=0
==Y 1(+d-2)Y(w)w(r). (1.72)
1=0
Por tanto,
Aw(x) = (rl—daar (rd—laar> +r‘2Asd1) w(rw) (1.73)
ad 02 d—109 I(l4+d—
= ; [ wi(r) + — 1ar 1(r) — (Jrrzl)wz(r)} : (1.74)

Como w era una solucién de Helmholtz, Aw(x) + w(x) = 0 en Bg, podemos afirmar que

oo 2 _ —
L@ gzt + 5 S - e snn)| =0 a9

de nuevo, en Br. La independencia que la base de esféricos armoénicos nos provee de una
ecuacioén diferencial ordinaria para cada I:

02 )
297 e 2 _ _ _
rea wy(r) +r(d 1)arwl(r) + (r I(l+d 1)) wy(r) = 0. (1.76)
Tras el cambio de variable v;(r) = w;(r)r%/271, se convierte en la ecuacién de Bessel:
P d d 2\’
2 2 —
r ﬁv,(r) +r§vl(r) + (r - <l + 5 1> ) v(r) = 0. (1.77)

Las soluciones de esta ecuacién son bien conocidas: se denotan funciones de Bessel de orden
« y las escribimos J,. En el apéndice B hemos reunido algunas de sus propiedades.

Estamos en condiciones de afirmar que para todo ! € {0,1,...} se tiene, para alguna

13



1. Autofunciones de alta energia y soluciones de Helmholtz

1-d/2

constante ¢; € R, wy(r) =¢;- [, a_4(r) 7 . Por tanto, la serie es de la forma:
2

i (|x|) M .79)

%8

Recordemos que esta suma converge en norma CX. Sin mas que tomar una cantidad finita
L > 0 de términos lo suficientemente grande, tenemos

lw = Vler(pe) <9 (1.79)

donde § > 0 es una constante positiva por fijar y

L Jiza_1(Ix])
x 0\ Ji+d-1
x) = ZC[ . Yl (||> %_1, (1.80)
=0 X |x|2
para toda x € R?. Tomando & = €/2 concluimos el resultado:
o — V”ck(s) < lo— w”ck(s) + [lw— VHck(BR) <€ (1.81)
O

1.3.3. Construimos la autofuncién aproximada

Remitimos al lector al articulo de E. O. Goncharov [Gon17]. En él, se considera un tipo de
integrales de armoénicos esféricos (similares a operadores integrales de Fourier) y se obtienen
férmulas analiticas para estas integrales. Concretamente, para el valor

1"(p,p) = / YP(0)eePds, pestp>0,d>1, (1.82)
S
obtiene la identidad
' (p.p) = clm, k)Y (p)p "~ i (o), (1.83)

donde J;(-) es la funcién de Bessel de primer tipo y c(m, k,d) es una constante. Con este
resultado en mente, podemos rescribir la aproximacién construida como

gL: (|x|) M ZL: /S‘d : (w)e*“do(w). (1.84)

xf2 !

Si definimos la funcién ¢ € C*(S%~1) como ¢(w) := Y ¢; - Yi(w), podemos ver

V(x) = /?;di1 p(w)e*“do(w). (1.85)
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1.3. Demostracion del teorema 1.4

Tomemos, a continuacion, una cierta funcién C*

4 ; 1
¢(pr) s 5 <8l <2,
F(¢) = ( > (1.86)
0 si ¢ <1olEl >4

Notaremos como es costumbre a su transformada de Fourier inversa:

E(Y):= /Rd F(&)e'"¢, para todo Y € RY. (1.87)
Fijamos un punto p € M, un intervalo I = [Az, 1+ 77)2A2] para algin A suficientemente
grande y definimos una funcién cut-off x en R? cumpliendo:
= x toma el valor cero en ]Rd\BA.ip (0),
= x toma el valor uno en BA-ip/z(O)/
= x esta bien definida y es C* en todo RR%.

Entonces, podemos definir:
ffM—R (1.88)

. { S(exp;?l(y) A)x (o) A) sy e B () (1.80)

siy e ]M\Bf;(p)

Por como hemos tomado y, esta funcién es suave y estd bien definida. Esto nos permite, a
su vez, definir la funcién:

ii:M— R (1.90)
x o ii(x) = [ Eixy)f)dv(y), (1.91)

Observemos que se trata de un spectral cluster. Para todo x € M,

0= [ Ef@ave = [ Y w@ue)fmave) )

A2§/\/2§A2(1+;7)2
- (fmeswevm), (199
N EA2EA2(149)2 M

es claramente una combinacién lineal de autofunciones con frecuencias en [A, A(1+7)].
Ademas, tiene una cantidad finita de sumandos pues sabemos que los valores propios del
Laplaciano solo se acumulan hacia infinito (luego la cantidad de ellos en un compacto ha de
ser finita).

Notemos que la funcién

G:M — R? (1.94)

v exp, ' (y) - A x (exp,(v) - A)), (1.95)
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1. Autofunciones de alta energia y soluciones de Helmholtz

estd bien definida en M, es suave y coincide con la identidad en un entorno de p. Por tanto,
podemos tomar coordenadas geodésicas normales cerca de p y escribir, para toda X € R,

7 (ew, (%)) = [, B (e, (3) ) rven (1.96)

=t [ (o, (5) o, (X)) BRI (197)

Aplicando ahora el estudio realizado para la funcién espectral,

i X\ _ (0,0 -dpd PE(X-Y)p z d-
il (expp <A>) = (2m)" A /1717<‘§‘<1+17 /Rde VR x(Y)dYdE+ O(ATY)  (1.98)

_ —d Ad i-& X% s« v(EVAE d—1
=@m At SRR e x(@dE + O (1.99)

= () 2 [ [, ¢HXF@do(@) + 00| + O (1.100)

— 2n) A2y Us

Finalmente, podemos definir la funcién

et X p(@)do(E) + O(ﬂ)} +O(AT). (1.101)

d—1

u:M— R (1.102)
x = u(x) == (2m) A4 (2n) " Yi(x). (1.103)

= sup

Es claro, entonces, que
u(exp, (2)) = v(x)| = 0t + oA~y <,
C%(B)  xeB PAA

| (e, (5)) -
(1.104)

para algtn valor A suficientemente grande. De igual forma, por la regularidad de ii y v y el

teorema de convergencia dominada,
. X 1 -

Hu (expp (X)) — V‘ Viu (expp (A)) — VkV(X)’ =0 +o0A ) <e,
(1.105)

para todo [ € IN. Tomaremos € = §/2 y aplicaremos el lema 1.1 para terminar la prueba:

[ (ops (£)) ~2lassy < (20 (£)) = Vi) #1V —oleig <0 o8

para todo I € N y para cierto A > 1 suficientemente grande. O

= sup sup
Cl(B)  o<k<IXeB

1.4. Algunos comentarios a posteriori
Observacién 1.2. Un cluster menos restrictivo

El argumento se puede repetir de forma totalmente anéloga si tomamos I = (A, A + A°]
para cualquier § € (0,1) y obtener un resultado similar. De hecho, si exigimos a p € M
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que cumpla alguna propiedad extra, sirve incluso si I = (A, A + 1]. Esto se debe a las
estimaciones para E, A y1) probadas por Y. Canzani y B. Haning en 2015 [CH15].

Definicién 1.5. Un punto p € IM se dice que no es un punto auto-focal (mejor conocido como
non-self-focal) si el conjunto de covectores unitarios dado por

Ly, = {§ € S,M | exp,(t5) = p para algtin t > 0} (1.107)

tiene medida nula con respecto a la medida de superficie inducida por g en S;M.

El siguiente teorema de Y. Canzani y B. Hanin supone una mejora con respecto a la
estimaciéon de Hormander 1.4 ya vista.

Teorema 1.6. Sea (M, g) una variedad riemanniana, compacta, diferenciable de dimension d > 2 sin
borde. Supongamos que xy € M es un punto no auto-focal y sea r) una funcion no negativa con
limite lim) _, o, ) = 0. Entonces

sup  |R(x,y,A)| =o(A" 1), (1.108)
x,yGB;QA(xo)

cuando A — oo. El ratio de convergencia dependerd de xo y 7.

Esta estimacion fue demostrada con anterioridad por Safarov [Saf89] y Sogge y Zelditch
[SZo2] en el caso en que 7y = 0, es decir, x = y un punto non-self-focal. Igualmente, Safarov
[Saf89] obtuvo esta cota en el caso en que (x,y) pertenecen a un subconjunto compacto de
M x M que no interseca a la diagonal. El teorema enunciado cierra el espacio entre ambos
resultados permitiendo todos los escenarios posibles.

Considerando E y4q)(x,y) = Z/\2<A]2§(/\+1)2 uj(x)u;(y), y aplicando esta nueva estima-

cién a (1.101) podemos obtener como un corolario inmediato el siguiente teorema:

Teorema 1.7. Sea (M, g) una variedad riemanniana, compacta y diferenciable de dimension d > 2 sin
frontera. Sea p € M un punto no auto-focal. Considerando cualquier funcién no negativa ry y tal que
lim) o 7y = 0, obtenemos que

A1 Ja—ay 2 (A distg(x, )
271)4/2 (A distg(x,y))@=2)/2

sup  |Epaqy(xy) — ( =o(A97h). (1.109)

xyeBy, (x0)

Por ultimo, cabe comentar el hecho de que atin podemos mejorar este resultado un poco
sin cambiar la prueba: sigue siendo cierto para E(, )44 con 6 > 0 cualquier valor positivo.
La diferencia es que el término que contiene la funcién de Bessel aparece multiplicado por ¢
y que el ratio de convergencia depende también de este valor.

Observacion 1.3. Ley de Weyl
Como es habitual, nos referimos a la dimensién de cada espacio propio Vi (esto es, el
espacio vectorial asociado a cada valor A2, expandido por los u; correspondientes) como
la «multiplicidad de Ay». Denotaremos por N(A) al ntimero de frecuencias A; satisfaciendo
Aj < A, contadas con multiplicidades; es lo que se conoce como spectral counting function o
funcién espectral de contar.
N(A) =#{j | A; < A} (1.110)

El siguiente resultado se debe principalmente al matemaético cuyo nombre lleva [Wey12],
aunque otras versiones posteriores de atribuyen a Polya, Levitan, Hérmander, etc.
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1. Autofunciones de alta energia y soluciones de Helmholtz

Teorema 1.8. Ley de Weyl
En una variedad d dimensional cerrada M se cumple

d
(27)

N(A) = wyVol(M, g) + O(A*Y) cuando A — oo, (1.111)

donde wy; = /2T (% + 1) es el volumen euclideo de la bola unidad en R?, T es Ia funcion Gamma

(remitimos al lector al apéndice B) y Vol(IM, g) es el volumen de la variedad IM con respecto a g, finito
por ser cerrada.

Una consecuencia inmediata de este resultado es la siguiente estimacién:
#{A | A< < (1+n)A} =0(A). (1.112)

Para valores grandes de A? >> 1 la cantidad de autovalores en el intervalo (A2, (14 7)2A2)
es muy grande y tendremos una cantidad suficiente de autofunciones aproximadas. Esta
propiedad serd de gran importancia en los siguientes capitulos para aplicar la técnica de
localizacién inversa.

Observacién 1.4. Un resultado cercano para funciones aleatorias

F. Nazarov y M. Sodin, cuya motivacién original fue entender los conjuntos nodales de
esféricos armoénicos aleatorios de orden alto [NSog], han desarrollado poderosas técnicas para
obtener leyes asintéticas sobre el comportamiento de funciones gaussianas regulares de varias
variables. Su teoria se ha utilizado para conocer la distribucién de ceros de, principalmente,
la restriccién a grandes bolas de funciones gaussianas en el espacio Euclideo con un operador
ntcleo de covarianza invariante por traslaciones y agrupaciones gaussianas de polinomios
de grado alto en la esfera y el toro con nticleos asintéticamente invariantes por traslaciones
[NS16].

Siguiendo su teorfa, introducimos aleatoriedad en nuestro problema y consideramos una
combinacién aleatoria de autofunciones con energia en [A, (1 + 1) A] como sigue.

Definicion 1.6. Sea M una variedad y B(IM) el c—éalgebra de Borel generada por todos los
abiertos de M; sea (), G, P) un espacio de probabilidad. Una funciéon F : M x ) — R es
una funcién gaussiana continua si

» para cada x € M, la aplicaciéon w — f(x,w) es medible como aplicacién de (Q2,G) a
(M, B(M));

= para cada conjunto finito de puntos xq,...,x,;, € M y para cada ¢y,...,c, € R, la
suma ;”:1 ¢jf(xj,w) es una variable aleatoria gaussiana (posiblemente degenerada);

= para casi todo w € (), la funcién x — f(x,w) es continua en IM.

Definicién 1.7. Una agrupacion paramétrica gaussiana (f) en una d—variedad M cerrada es
cualquier familia (f7) de funciones gaussianas continuas en M indexadas por un conjunto
numerable de niimeros L > 1 que se acumula solo en +oo.

Consideramos | una sucesién de espacios de Hilbert reales y finito dimensionales de
funciones continuas en IM indexados por un pardmetro L > 1 tal que lim; oo dimH; = ooy
sea {e;} una base ortonormal de 71 ; consideramos la funcién gaussiana continua

fu(x) =) @rer(x), xeM, (1.113)
k
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donde @ son variables aleatorias gaussianas estdndar (es decir, con esperanza nula y varian-
za igual a uno).

En nuestro caso, tomando Hp = {u; | A < Aj < (1+7)A}, la funcion fp = Yy @iy es
una combinacién aleatoria de autofunciones con frecuencias en el intervalo [A, (1+ 7)A]. El
trabajo de Nazarov y Sodin permite demostrar un resultado mds fuerte: salvo un reescalado
de de orden /\]f1 de v, la funcién f, tiene probabilidad no nula de satisfacer la cota (1.106).
Mais atn,

lim Prob { f1 cumpla (1.106) salvo un reescalado de orden )\j_l en torno a algtin punto} =1,

L—oo

(1.114)
donde Prob mide la probabilidad en un cierto espacio probabilista. La formulacién rigurosa
de este ultimo hecho y las demostraciones se pueden consultar en [CS18].

19






.

2. El Principio de localizacion inversa

En el presente capitulo mostraremos algunos contextos particulares en los que
podemos aproximar cualquier onda monocromatica dada por una autofuncién
propiamente dicha del Laplaciano. A esta propiedad se la ha bautizado recien-
temente como «localizacion inversa» y, como veremos, esta muy relacionada
con la simetria del problema (y, consecuentemente, con la muliplicidad de los
autovalores elevados).

En conocimiento de los resultados presentados en el capitulo anterior surge una importante
pregunta en teoria espectral: ;es posible reemplazar las autofunciones aproximadas por
autofunciones propiamente dichas? A priori, no estd claro que esto se pueda hacer, salvo
en el caso clasico de los esféricos armoénicos. Sin embargo, un importante avance en este
sentido por Enciso y Peralta-Salas muestra que esto se puede hacer en ciertos contextos. La
técnica se basa en el andlisis asintético de las autofunciones de un operador autoadjunto
(habitualmente, el Laplaciano) a energfas muy altas y a escalas muy pequerias. Vedmoslo en
mas detalle.

Sea M una variedad riemanniana cerrada. Examinemos un entorno de un punto p conside-
rando una bola pequefia de radio 1/A con centro en el punto p, y rescalemos las coordenadas
geodésicas correspondientes por el factor A, de forma que la bola en coordenadas reescaladas
aparezca como la bola euclidea de radio 1, con origen de coordenadas en p. Acordemos que,
en lo que sigue, todo difeomorfismo serd de clase C*, todas las curvas las tomaremos de
forma que no se autointersequen y diremos que un entero es grande cuando sea grande en
valor absoluto.

Una autofuncién de un operador autoadjunto de segundo orden en la variedad M (el
ejemplo canénico sera el Laplaciano), cuyo autovalor A? sea lo suficientemente grande, se
parece en este «zoom» a una solucién de una ecuacién en derivadas parciales con coeficientes
contantes en el espacio euclideo (e.g., en el caso del Laplaciano, una solucién de la ecuacién
de Helmholtz Au + u = 0). En el capitulo 1 hemos demostrado este hecho en el caso del
Laplaciano.

No obstante, este razonamiento no nos permite concluir que, siempre que se consideren
energias altas y se tomen escalas pequefias, se van a poder encontrar autofunciones del opera-
dor cercanas a una solucién dada de la EDP euclidea. En este capitulo tratamos precisamente
de revertir la situacioén, es decir, de asegurarnos de que cualquier solucién de la EDP euclidea
es la aproximacién a pequefia escala de alguna funcién propia de energia suficientemente
elevada, al menos en algunas variedades cerradas. Visto de otro modo, si se analizan las
autofunciones del operador a escalas cada vez mds pequefas y energias cada vez maés altas,
uno termina por ver, con tanta resolucién como desee, cualquier solucioén con energia 1 del
correspondiente operador en el espacio euclideo. A los resultados de este tipo se les conoce
como teoremas de localizacién inversa. En la demostracion de estos resultados de localizacién
inversa, una pieza clave es la dimensién creciente de los espacios propios del operador en
la variedad. Esta multiplicidad creciente nos proporciona, conforme aumentamos la energia,
una gama cada vez mayor de autofunciones que poder combinar. Es por este motivo, que los
espacios concretos donde se han podido demostrar teoremas de este tipo son aquellos con
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2. El Principio de localizacién inversa

métricas de alta simetria; a saber, el operador de la Laplace-Beltrami en la esfera y el toro, o
bien el operador de Schrodinger en R? con ciertos potenciales que presentan simetria radial
(concretamente, con el potencial de Coulomb y en el caso del oscilador arménico).

2.1. Laesfera unidad 5%y el toro plano T*

Procedemos a enunciar y esbozar la demostraciéon de los dos principales resultados de esta
secciébn. Ambos teorema se deben a los autores A. Enciso, D. Peralta-Salas y F. Torres De
Lizaur [EPSdL21].

2.1.1. Localizacion inversa para esféricos arménicos

A continuacién demostramos un teorema de localizacién inversa para las autofunciones
del Laplaciano en S¢ para d > 2. Recordemos que los autovalores del Laplaciano en la
d—esfera son de la forma k(k + d — 1), donde k es un entero no negativo, y la correspondiente
multiplicidad esta dada por

k+d1)2k+d1

M(k,d) := < P Ao (2.1)

Dada una funcién cualquiera ¢ : R? — RY satisfaciendo la ecuacién A¢ + ¢ = 0 (donde
entendemos que el Laplaciano acttia componente a componente) veremos que existe un
vector de g esféricos armoénicos Y := (Yl,...,Yq) en &4 (es decir, cada Y; es un esférico
armonico real), satisfaciendo Ag;Y = k(d +k — 1)Y, cuyo comportamiento en una pequena
bola de radio k~! es muy préximo al de ¢ en la bola unidad euclidea B.

Para enunciar el teorema, fijemos un punto arbitrario py € S? y tomemos una carta de
coordenadas geodésicas normales ¥ : B — B centrada en py. Como en el capitulo anterior,
y en lo que sigue, B, se refiere a la bola geodésica en S centrada en pg y de radio p y By,
a la bola euclidea en R? centrada en el origen de igual radio. Cuando p = 1, omitimos el
subindice.

Teorema 2.1. Localizacion inversa en una bola pequefia

Sea ¢ una onda monocromdtica con valores en RY y definida en RY, cumpliendo A¢ + ¢ = 0.
Fijemos un entero positivo m y una constante positiva 6. Para todo entero k suficientemente grande,
existe una funcion esférica arménica con valores en R1, Y := (Y1,...,Y,), definida en Sy con
energia k(d +k — 1) tal que

(2.2)

o=y (7]

La demostracion (que se puede leer en detalle en [EPSdL21] y cuyos pormenores omitimos
aqui, se divide en tres pasos, en los que realizamos aproximaciones sucesivas:

Cm+2(]B) -

» Serd conveniente trabajar con funciones complejas asi que definimos ¢ := ¢ + i¢. En
primer lugar, y dado que ¢ es también una solucién de la ecuacién de Helmholtz,
podemos expandirla en una bola B como

M(ld—1)

d=Y Y by Yi(w), (2:3)
=0

k=1
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2.1. La esfera unidad S y el toro plano T4

donde 7 := |x| € R* y w := x/r € $%~1 son coordenadas esféricas en IRY, Yj; es una
base de esféricos armonicos asociados al valor propio I(I 4+ d — 2), j; son las funciones
de Bessel esféricas y, finalmente, by € C9 son coeficientes constantes.

La serie en 2.3 converge en norma L?, por lo que para cada ¢’ > 0, podemos truncar la
suma en algtn entero L

L M(l,d-1)

pr=Y Y buji(r)Yi(w), (2.4)
i

de forma que se asemeje a ¢ en el sentido de L2:

1 — Pl 2y < 9" (25)

Por las propiedades de decaimiento de las funciones esféricas Bessel (que se pueden
consultar apéndice B), sabemos que la funcién C" —valuada ¢; decae como |¢;(x)| <

d—1 . . C .
C/|x| = para |x| suficientemente grande. Estamos en posicién de aplicar el teorema
de Herglotz en este caso particular. Previamente, conviene recordar el siguiente hecho:

Lema 2.1. Toda solucion polinomialmente acotada u de la ecuacion de Helmholtz Au + u = 0
en RY se puede escribir como la transformada de Fourier de una distribucion con soporte en la
esfera unidad. Concretamente,

u(x) = f(&)e*4da(c), (2.6)

Jgd—1

donde do es la medida de drea en S*~' y f € H*(S%"1) para cierto s € R (es decir, es una
distribucién en S%1),

El teorema de Herglotz nos permite relacionar el decaimiento de u con la regularidad
de f, su transformada de Fourier.

Teorema 2.2. Notemos por
2 94 1 2
luf 2 timsup & [ Ju(x) P (27
R—00 Br

a la seminorma de Agmon-Hormander de la funcién u definida en R?. Entonces, una solucién
u de la ecuacién de Helmholtz satisface la condicién de decaimiento

[ul[| < e (28)

si, y solo si, existe una funcion f € L*(S%~1) de forma que u = f/bI\S Ademds, la estimacidn
de decaimiento es dptima en el sentido de que existe una constante universal C de forma que

1
el = VIfllz(gi-ry < Cllul]l- (2.9)

La versién mds general de este resultado se encuentra, por ejemplo, en [Ho03, Teorema
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7.1.27]. Podemos entonces escribir

¢1(x) = f(@)e*¢da(Z), (2.10)

Jgd—1
donde f es una funcién en L2(S9~1,C1), i.e., q funciones en L?>(S~1) con valores en C.

Aproximando adecuadamente la funcién integrando f y utilizando otras herramientas
analiticas (v.g., transformada inversa de Fourier, aproximacién por funciones smooth,
decaimiento de funciones en la clase Schwarz, etc), conseguimos representar salvo un
error arbitrariamente pequefio la funcién ¢ en B por una funcién ¢ con valores en IR?
que se puede escribir como una suma finita de términos de la forma

7,]4—1 (|x—x]-|), (2.11)

concj € Ry x; € RY para j = 1,2,...,N con N un entero no negativo lo suficiente-
mente grande. Noétese que cada funcién con esta forma es una onda monocromatica.

A continuacién, mostramos que existe una coleccién de g funciones propias ¥ =
(Y,...,Y;) en$? con valor propio k(k+d — 1) todas ellas de forma que, al observarlas
en una bola de radio k™! tras un reescalado adecuado, se aproximana ¢ := (¢, ..., ¢,)
en la bola unidad, siempre que k sea lo suficientemente grande. La prueba de este
hecho se basa en conocidas expansiones asintéticas de los polinomios ultraesféricos o
de Gegenbauer y utiliza la representaciéon de ¢ como suma finita de funciones Bessel
desplazadas que hemos obtenido en el paso anterior. La aparicién de los polinomios
ultraesféricos se debe a lo que se conoce como Teorema de adicién (véase el apéndice
B) que asegura que, para cualesquiera p,q € R%*1, se tiene

i1 M(kd)
272 1

Cl‘?(p q) = e Z Yk] Yk] q), (2.12)
(4 M

} M(k,d)

siento {Yj; una base ortonormal arbitraria de esféricos arménicos con valor

propio k(k + d —1). Recordemos que la funcién ¢ se expresaba como la suma finita

= Tay (x—x)) (2.13)

[x—x]|2

@(x)

Il
H Mz

con coeficientes ¢; € R7 y puntos x; € Bg. Con estos mismos ¢; y x; definimos, para
cada p € $4 1a funciéon

N
2 g (p P]) (2'14)
()

donde p; := y-1 (%) Siempre que k > R, p; estard bien definido. En vista de la

ecuacion (2.12), Y es un esférico armoénico con valor propio k(d 4+ k — 1). El comporta-
miento asintético de los polinomios ortogonales aqui presentes (referimos al lector al
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apéndice B) permite concluir el resultado buscado tomando k suficientemente grande
y aplicando estimaciones de regularidad eliptica usuales.

2.1.2. Elcasode T*

De forma completamente andloga, incluimos un teorema de localizacién inversa para auto-
funciones del Laplaciano en T para d > 3. Recordemos que los autovalores del Laplaciano
en el d—toro son los enteros de la forma

A= k%, (2.15)

para algtin k € Z*. En particular, el espectro del Laplaciano en T? contiene el conjunto de
los cuadrados de enteros. Como en el caso anterior, fijamos un punto arbitrario py € T =
(]R\ZnZ)d y tomamos una carta de coordenadas normales geodésicas ¥ : B — BB centrada
en po.

Teorema 2.3. Localizacién inversa en un toro simétrico

Sead € N, d > 3, ¢ una funcién R9-valuada en R?, cumpliendo A¢ + ¢ = 0. Fijemos un entero
positivo m y una constante positiva 6. Para cada entero impar k suficientemente grande, existe  una
autofuncion del Laplaciano en T? con valores en RY que estd asociada al autovalor k? y tal que

o=y (5]

De nuevo, omitimos la demostracién detallada (también se puede encontrar en [EPSdL21])
pero no queremos pasar sin hacer algunos comentarios pertinentes. Una vez mds, creemos
mas sencillo pasar por la prueba si dividimos esta en tres etapas:

(2.16)

Cm+2(B) -

= El primer paso de la demostracién es igual que en el teorema anterior 2.1 y nos permite
probar que, para todo ¢’ > 0 existe una funcién ¢; de R? a R7 que aproxima a ¢ en la
bola B, en el sentido de que

1 = llcosy <9, (2.17)

y que se puede representar como la transformada de Fourier de una distribucién con
soporte en la esfera unidad:

p1(x) = [ f(&)edo(E), (2.18)

gd-1
donde f es una funcién regular en S~ 1 con valores en C" y tal que f(&) = f(—¢).

= Elsiguiente paso en la demostracion es cubrir la esfera S~ por una cantidad finita de
conjuntos cerrados {Uj}]N:/ 1 que tengan frontera regular (al menos, a trozos), intersec-
cién de sus interiores vacia de dos en dos y didmetro menor que €. A continuacién (de
nuevo, de forma similar a la prueba del teorema anterior 2.1) se construye una funcién
 con la forma de un polinomio trigonométrico

N
P(x) = chelgf'x, (2.19)
j=1
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donde ¢; es un punto cualquiera en U; y ¢; := f(¢;)|U;|, siendo |U;| el volumen de U;.
Se puede comprobar que i satisface la misma ecuacién que ¢ y se puede hacer tan
cercana a ella como queramos.

» La prueba termina escogiendo los ¢; de forma adecuada para que

N/
P(x) = cheikgf'x, (2.20)
=1

sea 2t —periddica (esto es, invariante bajo la traslacién x — x + 27ta para todo vector
ae Zd). De esta forma, tenemos una funcién en el toro (se entiende, en el cociente
que lo define) que ademads es una funcién propia del Laplaciano en este. Haciendo los
errores en cada aproximacion suficientemente pequefios, concluimos el resultado.

¢Cudl es, pues, la forma correcta de tomar los puntos ¢;? Observemos que para cada k € N
impar y suficientemente grande es posible escoger los puntos ¢; € U; C S9=1 de forma que
tengan componentes racionales (i.e., §; € Q%) y los reescalados k¢; sean vectores de enteros
(ie., k¢ € Z%). Esto se debe a que para d > 3, los puntos racionales & € $9~1 N Q7 de altura
k (y, por ende, cumpliendo k& € Z?) estan uniformemente distribuidos en la esfera al hacer
tender k a co tomando solo valores impares [Duko3] (de hecho, la restriccién de que k sea
impar se vuelve innecesaria para d > 4 [Duko3]). Es necesario recordar a qué nos referimos
cuando hablamos de la altura del punto ¢ € Q?: es el minimo comun multiplo (M.C.M.) de
los denominadores de sus coordenadas en forma reducida.

Concluimos esta secciéon haciendo notar que la hipétesis de que d > 3 es necesaria. La
razén es que los puntos racionales ¢ € S' N Q? con k& € Z? no estdn uniformemente
distribuidos en la esfera unidad (ni si quiera forman un subconjunto denso) a medida que
k — oo para cualquier sucesién de valores impares. En [Cilg3] se pueden encontrar algunos
contraejemplos. No obstante, usando [Cilg3] se puede demostrar un enunciado similar:

Teorema 2.4. Sea ¢ una funcion R™—valuada de R* cumpliendo A¢ + ¢ = 0. Fijemos un entero
positivo m y una constante 5. Entonces existe una sucesion de enteros {k; }{°, creciendo a infinito y
autofunciones del Laplaciano 1y en T? con valores en R™ y autovalores k7 de forma que

-1 :
H*”“’”"‘I’ (k>

para | lo suficientemente grande.

<9, (2.21)
Cm(]B)

2.1.3. Localizacion inversa en maltiples regiones

El teorema principal de la seccién 2.1 se puede refinar para incluir localizacién inversa
alrededor de diferentes puntos de la esfera y, de esta forma, conseguir esféricos arménicos
que aproximan a la vez muchas soluciones dadas de la ecuacién Helmholtz en diferentes
regiones. Una herramienta clave en la demostracién de esta localizacién mdltiple es el rapido
decaimiento de los polinomios ultraesféricos para grado alto fuera de las bolas donde se
comportan como funciones de Bessel desplazadas. Cabe notar que, por el contrario, los
polinomios trigonométricos no muestran este decaimiento. Por tanto, no existe un resultado
anéalogo en el caso del toro.
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Exijamos d > 2. Sea {pa }é\zl un conjunto de puntos en $¢, con A un entero fijo y arbitra-
riamente grande. Notamos por ¥, : B, (pa) — B, a la correspondiente carta geodésica en
bolas de radio p centradas en el punto p,. Fijamos un radio p de forma que estas bolas sean
disjuntas dos a dos, por ejemplo, tomando

1
pi=3 ir;uﬁl distsa (pa, pp)- (2.22)

También exigimos al conjunto {p, }i\zl que no contenga un par de puntos antipodales en
gl C RL e, Pa # —pp para todo &, B. El motivo para hacer esta suposicién son las
conocidas propiedades de paridad de los esféricos armoénicos. Mds concretamente, cualquier
esférico arménico de energia k(d + k + 1) tiene paridad (—1),

Y(pa) = (=1 Y (=pa), (2.23)

por ser la restriccién a la esfera de polinomios reales, arménicos y homogéneos de grado k.
Por tanto, prescribir el comportamiento de un esférico armoénico en una bola B alrededor
del punto p, automdticamente determina su comportamiento en la bola antipodal, — 5. Bajo
estas hipotesis se puede probar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1. Sea {(pa};\:l un conjunto de A funciones evaluadas en R7 y definidas en R?, i.e.,

Po = (Put, - Pa2) : R — RY, (2.24)

satisfaciendo la ecuacién A¢y + ¢o = 0. Fijemos un entero positivo m y una constante real positiva
8. Para cada entero k suficientemente grande, existe una funcién arménica esférica Y definida en 8¢,
tomando valores en R y con energia k(k + d — 1) cumpliendo la cota

6 .
Cn2(B,) = (2.25)

povoni ()

paratodo1 < o < A.

La demostracién, que se puede leer con detalle en [EPSdL21], pasa por aplicar el teorema
2.1 a cada a para obtener una familia de autofunciones del Laplaciano {, }? ; cumpliendo
la propiedad de acotacion

Para cada «, la funcién ¢, es una combinacién lineal (con coeficientes en IR™) de polinomios
ultraesféricos C(p - q;), con {q;} un conjunto finito de puntos en S bajo ciertas condiciones.
Examinando el comportamiento asintético de estos polinomios y de los (estrechamente

(2.26)

o teowid ;)

Cm+2(IB)

: : . o (4-1,81 -
relacionados) polinomios de Jacobi P;z 2 ), se demuestra que la autofuncién con valores
en R? dada por

A
P = 2 Py (2.27)
a=1

cumple con lo pedido en el teorema.
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2.2. Campos de Beltrami

En esta seccién introducimos, enunciamos y comentamos dos teoremas de localizacién inver-
sa para el operador rotacional (notado habitualmente como rot o curl; nosotros adoptaremos
esta ultima). Si bien este operador se puede definir en espacios de dimensién mayor, esta
generalizacién no es sencilla (y no siempre es satisfactoria). Por lo tanto, a lo largo de esta
seccion tomaremos en todo momento g,d = 3. A los autovectores del operador rotacional (a
saber, V = (V1, V;, V3) tales que curl V = AV para alguna constante A € RR) se les nombra en
honor al matemético italiano del s.XIX Eugenio Beltrami. Recordemos algunos conceptos de
andlisis vectorial que nos conduciran de forma natural a esta definicion.

Definicién 2.1. Un campo de Beltrami generalizado es un campo vectorial en dimensién
tres que es paralelo a su propio rotacional, curl, en todo su dominio definicién. Es decir, un
campo vectorial F : 3 C R3 — R3 se dice de Beltrami si cumple

FxcurlF=Fx (VxF)=0en Q. (2.28)
Esta ecuacion lineal se puede reformular como
curl F = f - F, (2.29)
donde f: Q) C R3 — R es una funcién escalar regular.

Definicién 2.2. Un campo solenoidal (también llamado campo incompresible o de divergen-
cia nula) en un dominio () es un campo vectorial F con divergencia nula en todo ():

divF=V-F=0enQ. (2.30)

Es conocido que si F se deriva de un potencial vectorial A, es decir, F = curl A entonces es
autométicamente solenoidal, 0 = div curl A (su reciproco es cierto localmente).

Por otro lado, si F es al mismo tiempo un campo de Beltrami generalizado y de divergencia
nula, esto es, curl F x F = 0 y divF = 0, se dice que es «libre de fuerza» (habitualmente,
force-free field) y podemos aplicar la identidad

curl (curl F) = —AF + V (div F), (2.31)
convertida en
curl (curl F) = —AF, (2.32)
para obtener la siguiente:
— AF = curl (fF). (2-33)

En (2.31), (2.32) y (2.33), la expresién AF debe entenderse como el vector que en cada compo-
nente tiene el Laplaciano de la de partida, es decir, si F = (Fy, F,, F3), AF = (AF;, AR, AF3).
Si, adicionalmente, asumimos que f = A # 0 es una constante no nula, llegamos a la
simple ecuacién
AF = —A\F. (2.34)

Es decir, los campos de Beltrami son, en particular, soluciones de la ecuacién de Helmholtz
(coordenada a coordenadas). La condicién de que F sea incompresible es redundante cuando
el factor de proporcionalidad f es una constante no nula.

28



2.2. Campos de Beltrami

Definicién 2.3. F es un campo de Beltrami fuerte (mas habitual es encontrarlo en ingles,
strong Beltrami field u omitir el adjetivo) si es proporcional a su rotacional con factor de
proporcionalidad constante:

curl F=A-F, (2.35)

donde A # 0 es una constante real no nula. Si tomamos A = 0, diremos que la solucién es
un campo armoénico.

Para nosotros, el factor de proporcionalidad serd constante f = A y los campos (fuertes)
de Beltrami serdn autofunciones (rigurosamente, autovectores) del operador rotacional

curlu = Au. (2.36)

Todas estas definiciones se pueden hacer de forma andloga en el caso en que sustituimos
un dominio Q) del espacio por una variedad riemanniana IM? cerrada. Analiticamente, los
campos de Beltrami (fuertes) definidos en una variedad cerrada de dimensién 3 suponen los
autovectores del operador curl. Este define un operador simétrico (pensemos en la férmula
de Green, [y, (v-curlw — curlv - w)dV = 0) y no negativo que, por tanto, tiene una tnica
extension autoadjunta (la conocida extensién de Friedrich). Tomaremos esta extension y
pensaremos en curl como un operador autoadjunto con dominio denso en el espacio de
los campos incompresibles con norma L?(IM) finita (es decir, campos de divergencia nula
divu = 0, ya que los preserva: div(curl u) = 0, como hemos visto). En este dominio podemos
aplicar el operador curl dos veces y obtener la ecuacién (2.34). Como el teorema espectral
(véase el apéndice A) nos da mucha informacién sobre los valores propios del Laplaciano,
en particular, obtenemos que el espectro de curl es numerable y discreto Aq,..., Ay, .. ..

2.2.1. Teorema principal para campos de Beltrami

Como autofunciones del operador rotacional, los campos de Beltrami forman una base del
espacio de todos los campos de divergencia cero, en L?(IM, R?) y exactos. Recordemos que
un campo de divergencia nula se dice exacto si se puede considerar el campo de vorticidad
de un campo de velocidades. Tiene sentido entonces buscar teoremas de localizacién inversa
para el operador rotacional en lugar del operador Laplaciano. De nuevo, para hacer uso de
la creciente multiplicidad de los autovalores altos del operador curl, tomamos variedades
con una alta simetrfa: el toro plano y la esfera, como en la seccién anterior. Incluimos a
continuacién los resultados que han obtenido Enciso y Peralta-Salas en estos contextos.
Escribiremos M? cuando no tengamos intencién de distinguir entre T® (el 3—toro plano
estandar, (R/271Z)3) y 83 (la esfera unidad en R*). Se sabe [Fol89] que el espectro del
operador rotacional en la esfera estd formado por los enteros cuyo valor absoluto es mayor o
igual que dos,
o(curl,$®) = {A € Z | |A] > 2}. (2.37)

En el caso de T3, se puede comprobar usando series de Fourier (o leer en [Bi19]), que el
espectro consiste en los ndmeros reales de la forma A = +|k|, para algtn k € Z°.

o(curl, T¥) = {A € R | A = £|k| con k € Z°}.

Ademiés Z C o(curl, T3). Suponemos, de ahora en adelante, que A > 0; el caso para A
negativo es completamente andlogo.
El siguiente teorema muestra que un campo de Beltrami v en R? se puede aproximar,
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2. El Principio de localizacién inversa

salvo un reescalado introducido ad hoc, por un campo de Beltrami de alta energia u en IM3.
Como ya hemos hecho en otras ocasiones, fijamos un punto arbitrario p € M3 y tomamos
una carta de coordenadas normales geodésicas ¥ : B — B centrada en p. Enunciaremos el
teorema en términos del campo vectorial ¥, u en B, que es tan solo la expresién del campo de
Beltrami u en coordenadas locales normales. Si u/(x) con i = 1,2,3 son las tres componentes
de Y.u en la base cartesiana {¢;}?_; de R?, i.e.,

3
Y.u(x) = Zui(x)ei, x € B, (2.38)
i=1

haremos uso del campo reescalado

vau(3) =B (7)o e

Teorema 2.5. Localizacién inversa en campos de Beltrami
Sea v un campo de Beltrami en R® cumpliendo curlv = v, sean € y m niimeros positivos. Entonces
para cualquier entero impar lo suficientemente grande A existe un campo de Beltrami u cumpliendo
curlu = Au en M3 y tal que
e (3) -2

La prueba es diferente para cada una de las dos variedades consideradas y se asemeja en
gran parte a las de la seccién anterior. Se pueden leer en detalle en [EPSdL17]. Incluimos
aqui solo un esbozo de esta.

En el caso de la esfera, podemos dividir la prueba en tres etapas:

cn(B) <e€. (2.40)

= En primer lugar, el campo de Beltrami v que, en particular, cumple la ecuacién de
Helmholtz
Av+v =0, (2.41)

se aproxima en IB por un campo w que es suma finita de funciones esféricas de Bessel
jo(|x — x4|) centradas en distintos puntos x, € R3. El campo w no es un campo de
Beltrami, pero si satisface la ecuaciéon de Helmholtz. Llamamos la atencién al lector
de que este paso es un caso particular (n = g = 3) del primer y segundo paso en la
demostraciéon del teorema 2.1. No hay mds que tener en mente la estrecha relacién
entre funciones esféricas de Bessel y funciones de Bessel de primer tipo:

jo(t) = \/Z]% (). (2.42)

= A continuacién, se muestra que es posible tomar tres esféricos armoénicos Y1, Ys, Y3 en
S? con energia A := A(A —2) cuyos comportamientos en una bola de radio 1/A se
asemejen a los de cada una de las tres componentes del campo w en una bola de radio
1 (siempre y cuando A sea suficientemente grande). Si escribimos el campo vectorial
w en términos de sus componentes en la base {e,'}?zl cartesiana de IR3:

3.
w=Y we; (2.43)
i=1
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2.2. Campos de Beltrami

cada componente w' es soluciéon de Aw' +w' = 0 en R3 y, como un caso particular para
g =1y n = 3 del tercer paso de la demostracién del teorema 2.1, podemos encontrar
un esférico arménico Y; es S con energia A(A +2) que aproxima en la bola By, 4 el
comportamiento del campo w' en la bola unidad.

Hasta este momento, la prueba se ha basado en aplicar el teorema 2.1 adecuadamente.
Para finalizar, construimos un campo de Beltrami u en S3 con energia A, utilizando
como ingredientes los esféricos arménicos Yj del paso anterior y una base de los
campos de Hopf, y de forma que u aproxime a v en el sentido buscado:

e () ]

Recordemos brevemente los campos vectoriales de Hopf en S3: una base positivamente
orientada de estos viene dada por los tres campos vectoriales ortonormales siguientes
que, en términos de las coordenadas cartesianas de IR, estdn dado explicitamente por:

cn(B) <e€. (2.44)

h1 (x) = (_x4/ X3, —X2, xl) ’
ha(x) = (—x3, —x4,%1,X2),, (2.45)
h3(x) := (—x2, X1, X4, —X3) .

Se sabe que son vectores propios del operador rotacional con valor propio 2, i.e.,
curl hj = 2hj, paraj=1,23. (2.46)

Hemos tomado la base cartesiana {¢;}}_; de R de forma que ¥./;(0) = ¢; para
i =1,2,3. El campo de Beltrami que aproxima a v se puede construir explicitamente
como

1
wi= 1y curl (curl +A) (Yihy + Yohy + Yshs) . (2.47)

Un célculo sencillo muestra que curl u = (A + 2)u y, por construccién, obtenemos las
propiedades de aproximacién buscadas ajustando adecuadamente cada paso.

El caso del toro presenta sus propias particularidades. La prueba se puede, de nuevo,
encontrar con detalle en [EHPS18a]. Su demostracién, como sucedia para la esfera, se sustenta
en el teorema 2.3. Una aplicacién de este teorema para el caso particular de 4 = d = 3 nos
da la existencia de un campo vectorial

N .
i(x) = che’A‘:f'x, (2.48)
j=1

27t —periédico (lo que nos permite definirlo en T®), satisfaciendo la ecuacién

A+ A% =0 (2.49)

y que, tras un reescalado, aproxima a v en la norma adecuada:

< 4.

Cm+2(IB) (2'50)

()

La parte novedosa de esta prueba aparece en el paso final: definimos el campo vectorial u
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2. El Principio de localizacién inversa

en el toro como
L curl curl  + A curl ﬁ' (2.51)
2A?
Un calculo sencillo (aunque laborioso) permite ver que curlu = Au, asi que es un campo
de Beltrami en T® con valor propio A := A. Ademds, como curlil (%) = Acurli (%) y

curlcurl i (%) = A% curlcurlit (%), se cumple que

|« (%)~

Asi concluimos el resultado para ¢ suficientemente pequefio.

< Cd<e. (2.52)

Cm+2(]B)

2.2.2. Observaciones finales

Para cerrar esta secciéon afladimos algunos comentarios pertinentes sobre el teorema 2.5 y
sobre su demostracion.

Observacién 2.1. Existen muchos campos de Beltrami que satisfacen la aproximacién

De hecho, como el resultado funciona para cada entero A impar lo suficientemente grande
y los campos de Beltrami correspondientes a diferentes valores propios son ortogonales
respecto de la norma de L2(IM), hay infinitos campos de Beltrami no proporcionales que
cumplen (2.40).

Observacion 2.2. En la esfera, el resultado es cierto para cualquier entero A lo suficiente-
mente grande

Es decir, el hecho de que A sea impar nunca se usa en la demostracién del teorema para
el caso en que M?® = S3, por lo que el resultado es cierto igualmente para A entero par. Esta
restriccién, sin embargo, si es necesaria cuando tomamos como variedad el toro.

Observacién 2.3. En el toro, la paridad de A y la distribucién de los puntos racionales en la
2—esfera son piezas clave de la demostracién

La prueba que hemos esbozado es cierta siempre que el valor propio A sea un entero
impar suficientemente grande en valor absoluto. No se dice nada sobre enteros pares, o
incluso sobre otros valores propios no enteros. No obstante, podemos refinar levemente este
resultado.

Como ya se comento tras la demostracion del teorema 2.3 en el desarrollo de la prueba
se hace uso de que, si A := A —2 es lo suficientemente grande, podemos tomar los valores
& € S* de forma que

= tengan coeficientes racionales: &, € Q*y
= sus reescalados sean vectores de enteros: A&, € Z3.

Esto es posible ya que los puntos racionales & € SN Q> con A¢ € Z3 estdn uniformemente
distribuidos en la esfera unidad a medida de A — o solo si tomamos A impar (d = 3 en este
caso). Este es un resultado que se debe a W. Duke [Duko3].

La primera de las condiciones: existe un conjunto {&,})\_; C S* de forma que A, € Z?,
se obtiene sin mucho esfuerzo del hecho de que podemos escribir A = |k| con k € Z3. Por
lo tanto, podemos sustituir la coleccién de los enteros impares A por cualquier conjunto de
autovalores A para los cuales existe un conjunto de puntos {&,} ; C S? dependiendo de
A, tal que el reescalado cumpla AZ, € Z3 y que se vuelva denso en la esfera a medida que

32



2.2. Campos de Beltrami

|A| — o0 en el conjunto de estos valores propios. En particular, remplazando la condicién
de densidad por la mds restrictiva de que {&,}!_; C S? estén equidistribuidos en la esfera,
resulta que la caracterizacién de los ndmeros A cumpliendo esta propiedad estd en cierto
modo relacionada con el problema de Linnik en teoria de ntimeros. Por dar un ejemplo
concreto, como la condicién de equidistribucién pedida se cumple para cualquier valor
propio tal que el entero A2 sea libre de cuadrados [Duk8s8], podemos afirmar que el teorema
serd cierto para cualquier autovalor suficientemente grande del operador curl (posiblemente
par, racional o irracional) que cumpla que A? sea libre de cuadrados.

Observacion 2.4. ;Podemos considerar otros reticulos?

Otra pregunta interesante que cabe hacerse es si podemos encontrar un resultado analogo
al considerar toros de la forma T% :=R3/(27L), donde L sea un reticulo (mas comtinmente,
un lattice) general en IR. La clave ahora es disponer de un resultado de densidad o equidis-
tribucién como anteriormente pero, en este caso, no para puntos racionales de la esfera y
autovalores enteros sino para un conjunto de puntos {&,}_, C S? y valores propios reales
A de forma que A, € L/, donde L es lo que se conoce habitualmente como el reticulo
reciproco de L (este se define como el conjunto de puntos k € R® que cumplen k - x € Z para
todo x € £). En algunos casos muy particulares, e.g. para reticulos de la forma £ := aZ? con
a € R\{0}, podemos usar justo los mismos teoremas ya vistos para una sucesién de valores
propios de la forma A/a con A un entero impar. El caso més general ha sido recientemente
estudiado por A. Enciso, D. Peralta-Salas y la autora. Lo que se ha demostrado es que la
posibilidad de realizar o no localizacién inversa depende tnicamente de las propiedades
aritméticas del espectro. En particular, el conjunto de reticulos para los cuales se cumple esta
propiedad tiene medida nula pero incluye todos los reticulas racionales. Actualmente se estd
preparando un articulo que contiene estos resultados para su posible publicacién [EGRPSb].

Observacién 2.5. Se puede conseguir localizacién inversa multiple

En la demostracién del teorema para M® = S® hacemos uso del teorema 2.1. Como ya
hemos visto, este resultado se puede refinar para incluir localizaciones alrededor de diferentes
puntos de la esfera (cf. proposicién 2.1), en tanto en cuanto no sean antipodales ninguna
pareja de entre ellos. Es claro, entonces, que podemos conseguir el siguiente resultado que
generaliza al dado:

Teorema 2.6. Sean Py, ..., P en S3, no antipodales entre ellos, y sean ¥ : BRO(Pj) — Bg, cartas
geodésicas normales centradas en P; y, por ejemplo, con

1
Ry := o Igzjn distgs (P;, Py). (2.53)
Tomemos {v]-};.:l campos de Beltrami cualesquiera en R3 satisfaciendo curl vj = v; y tomemos

también mimeros positivos €, m > 0 arbitrarios. Entonces para cada entero A suficientemente grande
se puede encontrar un campo de Beltrami, cumpliendo curlu = Au en S°, de forma que

[0, u(5) 2

€, (254)

C”’*z(]B)
paratodo1 <j <L

Para la demostracién, razonamos de forma exactamente igual a como lo hemos hecho en
la prueba de 2.5 pero utilizando la proposicién 2.1 en el lugar del teorema 2.1.
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2. El Principio de localizacién inversa

n=3
Camino en espiral
n=2
niceo n=1 ’{N\N‘—-—
. AE = hv
+Ze

Electrén

Figura 2.1.: El modelo de Bohr remplazé a la concepcién del 4tomo de hidrégeno como un sis-
tema planetario de dos cuerpos. Este proponia que el electrén solo podia ocupar
algunas Orbitas estables caracterizadas por las condiciones de Bohr-Sommerfeld.
La primera imagen ha sido generada por la autora mientras la segunda de ellas
se ha extraido de Wikipedia

2.3. Laecuacion de Schrodinger: potencial de Coulomb y oscilador
armonico

Es habitual encontrar en la literatura una cierta relaciéon entre las frecuencias el Laplaciano A y
la constante de Planck i = %, un pardmetro muy pequefio (& ~ 6.62607015 x 10~3*m?kg/s).
Se utiliza en ocasiones la notaciéon

h] = )\;lr (255)

y, para la base ortonormal, U y la ecuaciéon de autovalores se escribe como
Auy, = —h 2wy, < (KPA —1)uy, =0, (2.56)

donde el estudio asintético de los autovalores de alta frecuencia corresponde con el limite
semiclasico 1 — 0.

Una gran parte de la mecanica cudntica estd conectada con el problema de valores propios
de la ecuacién de Schrédinger:

h2
(—2A + V) P = Ey. (2.57)

Aqui, V denota la multiplicacién por un potencial V: M — R (posiblemente, con singu-
laridades), E es la energia y & la constante de Planck. Cuando V =0, E=1y h = A~1y/2
recuperamos la ecuacién de autovalores (A + A?)y, = 0.

El estudio de autovalores de Schrodinger en mecanica cuantica resuelve el problema de
la estabilidad de los atomos. Antes de la mecanica cudntica, el &tomo de hidrégeno se
visualizaba como un sistema planetario de dos cuerpos, i.e., como un electrén orbitando el
ntcleo centrado en el origen 0 € R? de acuerdo a las leyes de Kepler. Pero este modelo no
podia estar en lo cierto: el electrén radiaria energia y caerfa describiendo una espiral hasta el
nucleo. Por el contrario, el modelo de Bohr (1913) de «teoria cudntica antigua» propone que
el electrén solo puede ocupar ciertas érbitas estables (aquellas que cumplen las condiciones
de Bohr-Sommerfeld). Sin embargo esta teorfa estd demasiado especializada: se basa en la
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estructura especial de las érbitas del problema de Coulomb (en particular en la simetria
que hace que todas las drbitas sean periddicas) y no se puede extender de forma nada
clara a 4tomos mds complicados como el de Helio o, incluso, el de hidrégeno en un campo
electromagnético.

En 1926, Erwin Schrodinger, un fisico austriaco, llevo el modelo atémico de Bohr un paso
mas lejos al utilizar ecuaciones de autovectores para describir la probabilidad de encontrar
un electrén en una determinada posicién. En el articulo Quantisierung als Eigenwertproblem,
Annalen der Physik (1926) [Scho3], Schrodinger propuso modelar el electrén por una funcién
de ondas 9(x) € L?(R%) en la que los estados de energia E;(/1) resuelven el problema de
autovalores siguiente.

~ h
Hyy ;= (_ZA + V> nj = Ej(1)¢p), (2.58)

donde H es el operador de Schrédinger (independiente del tiempo), V es el potencial, un
operador de multiplicacién en L?(IR?), E;j(1) es la energfa y {45} es una base ortonormal
de autofunciones con valores propios Ej(h) ordenados, como es costumbre, de forma no
decreciente.

Por comodidad, en lo que sigue tomaremos las funciones normalizadas de forma que no
aparezca el pardmetro 7. Asumiendo que las autofunciones estdn normalizadas en L?,

[ 1niav =1, (259)

las funciones ¢,; se pueden interpretar como la amplitud de probabilidad, esto es, su médulo
al cuadrado es una medida de probabilidad con

|1/Jh]-|2(x)dx = densidad de probabilidad de encontrar la particula en x. (2.60)

De esta forma, la mecdanica cuédntica resuelve el misterio de cémo el electrén puede estar
moviéndose y estacionario al mismo tiempo; pero también remplaza el modelo geométrico
de Bohr (basado en la mecénica cldsica) de 6rbitas clasicas por autofunciones, que no son
objetos geométricos y son dificiles de visualizar. ;Es posible reconciliar la idea clasica de las
orbitas con la imagen cudntica de autofunciones como estados de energia estacionarios de los
dtomos? En el limite semicldsico h — 0, la fisica cudntica habria de tender a la fisica clésica, y
las autofunciones deberian estar relacionadas con las érbitas cldsicas. De ahi el interés en el
estudio de grandes autovalores en el problema (2.3), correspondientes con valores pequefios
del parametro h.

Como hemos visto, el potencial de Coulomb

T (2.61)

en R3, es especialmente importante por representar (de acuerdo con el modelo de Bohr)
el electrén en el 4tomo de hidrégeno. Otro potencial que igualmente merece interés es el
oscilador arménico:

V(x) =clx|?, (2.62)

en IR®. Esto se debe a su utilidad para describir aproximadamente una gran variedad de
sistemas: vibracién de d4tomos, moléculas e iones en un reticulo. Ademas permite aproximar
otros potenciales cerca de sus puntos de equilibrio.
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2.3.1. El oscilador arménico

El oscilador arménico cudntico es el andlogo en mecdanica cudntica del oscilador arménico clé-
sico. Es, como hemos comentado, uno de los sistemas modelos mds importantes en mecanica
cudntica ya que todo potencial se puede aproximar por uno armoénico en las proximidades
de un punto de equilibrio estable. El hamiltoniano de una particula en el oscilador arménico
isétropo d—dimensional es

N T
=y (Fi ! ) .
i; S T amw x| (2.63)

donde, x; es cada una de las coordenadas de la particula, p;, su momento asociado, m, la masa
de la misma, k, una fuerza constante y w := v/k/m es la frecuencia angular del oscilador.
Con el fin de obtener los resultados estacionarios (esto es, los autovalores y autofunciones del
hamiltoniano, asi como los niveles de energia permitidos), habremos de resolver la ecuacién
de Schrodinger independiente del tiempo

Hlyp) = E[y) (2.64)

Si nos restringimos al caso d = 3, R3, normalizamos para deshacernos de todas las constantes
e introducimos coordenadas, comprobamos que las autofunciones del oscilador arménico
son las funciones i complejo-valuadas (i : R* — C) de cuadrado integrable satisfaciendo la
ecuacién —Ay + x> = Ap en R3.

Este es un caso concreto de una particula en un potencial con simetria esférica, es de-
cir, V presenta simetria esférica. En estos casos, y debido precisamente a este simetria, es
conveniente usar coordenadas esféricas para buscar soluciones del sistema cudntico:

2
- zimAlP(n 0,9) +V(r)y(r,0,9) = E¥(r,0, 9). (2.65)

Una técnica comun es la de separacion de variables. Los autovectores entonces adoptan la
forma

¥(r,60,9) = R(r)©(0)2(¢), (2.66)

donde 6, ¢ son los angulos polares esféricos y representan la colatitud y el dngulo azimutal,
respectivamente; y r la variable radial. Los dos factores finales suelen considerarse agrupados
como esféricos armoénicos, quedando

¥(r,0,9) = R(r)Yim(6, ¢). (2.67)
En coordenadas esféricas la ecuacién de Schrodinger queda
1d [ ,dyp 1 2 -

Prestando atencion a las propiedades de los esféricos armoénicos (en concreto, Ag2Yj,, (0, @) =
—I(I+1)Y;,,(6, ¢)), obtenemos la ecuacién unidimensional siguiente

1d [ ,dR I(1+1) 2my _
S <r dr) _TRJFHT[E—V(r)]R_o. (2.69)

Esta técnica es habitual y permite encontrar soluciones explicitas en algunos de los casos de
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mayor interés, a saber:

= V(r) = 0 es el caso de una particula en el vacio. Como solucién encontramos los
esféricos armoénicos, que sirven de base para otros casos.

s V(r) =V finito para r < r( e infinito en todo el resto del espacio; es ttil para describir
estados acotados en un ntcleo.

= V(r) = cr? es el caso del oscilador arménico que estamos considerando.

» V(r) = —c/r es el potencial de Coulomb del que hablaremos en breve, utilizado para
describir estados acotados en el 4tomo de hidrégeno.

De vuelta al caso en consideracion,

— Ay + [x[Pp = Ay, (2.70)

en IR? y aplicando este razonamiento podemos encontrar facilmente una base ortogonal de
autofunciones asociadas a este hamiltoniano. Especificamente, tomamos

Vim0, 9) = & ALV () Y 0, 9), 70

donde Li son polinomios de Laguerre. Los indices se mueven en los conjuntos
k>0, 1>0, -I<m<] (2.72)
el autovalor correspondiente a 1y, es
A =4k 42143, (2.73)

y es sencillo comprobar que la degeneracién del correspondiente espacio propio es %(Zk +
1 +1)(2k + 1 +2). No6tese que el valor propio es independiente de m.

La relacién de este problema con aquellos que estamos considerando en estas notas se debe
al siguiente hecho: un andlisis similar al hecho en el capitulo 1 (concretamente, en la prueba
extraida de [EJNo7]), permite ver que, en bolas de radio A2 el comportamiento asintético
de las autofunciones de energias altas viene determinado por la ecuacién de Helmholtz,
A¢ + ¢ = 0. Heuristicamente, se puede entender por qué esto es verdad introduciendo la
variable reescalada ¥ := A~1/2x, en términos de la cual la ec. de autovalores (2.70) se lee:

Asp+ 1 =[5/ A% (2.74)

El modo de hacer esto preciso es calculando el comportamiento asintético de los polinomios
de Laguerre, que gobiernan la parte real de las autofunciones del oscilador arménico. Con-
cretamente, el siguiente lema permite describir el comportamiento de las autofunciones
y su gradiente para valores grandes de k. Para enunciarlo utilizamos la siguiente notacién:
er := x/r es el vector unitario en la direccion radial y Vg Y (6, ¢) es el gradiente (en la esfera
unidad) de una funcién Y (6, ¢) de las variables angulares.

Lema 2.2. Sean enteros | > 0y —I < m < I. De forma uniforme para r < R, la autofuncién Py,
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admite la expansion asintdtica

Yiim (%) =An [jl ( )\klr) + O(l/k)} Yim (6, ¢),
Viprim(x) =v/ M Ak []z/ ( /\sz) +O(1/k)} Y1 (6, @)er (2.75)
. VSZ Ylm (9, q))
+ A {]1 ( Akl”) + O(l/k)} -
a medida que k — oco. Aqui, j; son las funciones esféricas de Bessel de orden | y Ay es una constante

no nula.

La demostracion de este lema, que se puede encontrar en [EHPS18b] y se debe a Enciso,
Hartley y Peralta-Salas, se sigue esencialmente de la férmula asintética de Hilb para los poli-
nomios de Laguerre (se puede consultar en [Sze39], aunque también se comenta brevemente
en el apéndice B):

e*rz/zrlijl/z (r2> = Auji (\/)Tklr) +0 (k(lfl)m) ,
p (2.76)

I [e*rZ/ZTILiJrl/Z (rzﬂ =V [Akzj{ (\/7\717) +0 (k(l—l)/z)]

con

-1
2 (VA I(k+1+43/2
Akl == L ( ) (2-77)
Vo2 k!
Esta férmula se cumple de forma uniforme para r < R y el lema se sigue de ella usando
(2.71) y la férmula de Stirling sobre los coeficientes Ay;.

Lema 2.3. Férmula de Stirling
Para cada n € IN se tiene

7l = \/ﬁ(g)" <1+o (i)) (2.78)

Es importante notar que las funciones de la forma c;,,,j; (7)Y}, (6, ¢) para ¢, constantes
complejas son soluciones de la ecuacién de Helmholtz en R3.

En el articulo mencionado [EHPS18b], los autores prueban que la degeneracion accidental
(més usual es encontrar su término anglosajon, accidental degeneracy) de los autovalores del
oscilador arménico se puede utilizar para demostrar un teorema de localizacién inversa en
este escenario.

Teorema 2.7. Sea ¢ una solucién par de la ecuacion de Helmholtz A¢ + ¢ = 0 con valores complejos,
definida en un entorno abierto y acotado U de un conjunto S cerrado, simétrico y con complemento
R3\S conexo de R3, sea € un niimero positivo. Entonces, para cualquier entero N suficientemente
grande existe una autofuncion ¢ del oscilador arménico —Ayp + |x|? = Ap con A = 2N + 3 en R3
cumpliendo

lp(-/VA) - P()llcrs) <e (2.79)

La prueba de este resultado, como ya es costumbre por apartados anteriores, se dividira
en tres pasos:

= En un primer momento, dirigimos nuestros esfuerzos hacia la construcciéon de una
onda monocromética ¢’ en R que aproxima a la solucién local ¢ en el conjunto S.
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2.3. La ecuacién de Schrodinger: potencial de Coulomb y oscilador armdnico

Esto es lo que se conoce como un resultado de aproximacién global (G.A.T.), como el
ya utilizado en el capitulo 1, y que proporciona gran versatilidad a las ondas monocro-
maéticas. La demostracion, de naturaleza técnica y analitica, utiliza como herramienta
esencial una funcién de Green del operador A + 1 en R3. Denotada por

cos | x|
G = , 8
(x) 47_[‘x‘ (2 O)
esta funcién satisface la ecuacién distribucional
AG+ G = —Jy, (2.81)

donde ¢y es la medida de Dirac con soporte en 0. Los pormenores de esta argumenta-
cién (que se pueden leer en [EHPS18b]) son omitidos en estas notas a causa de que se
desarrollard en el capitulo 5 una prueba de estructura similar. Tan solo consideramos
ineludible mostrar que la aproximacién global construida serd de la forma de una serie

«Fourier-Bessel», i.e.,
1

ly
4)/ = 2 Z Clmjl(r)ylm(er (P)/ (2.82)
I=0m=-1

debido a que utilizaremos en su obtencién la expansion sobre una bola B de una cierta
funcién en serie de esféricos armoénicos (de nuevo, similarmente al procedimiento
seguido en la seccién del capitulo 1 correspondiente). Las hipétesis topolégicas sobre
el conjunto S serdn necesarias para desarrollar esta teoria de aproximacién global con
decaimiento. Ademas, por ser ¢ una funcién par, podemos exigir a ¢’ que cada cj,,, sea
nulo si / es impar.

= Tomamos un entero N suficientemente grande a determinar mdas adelante y al que
pedimos que sea mucho mayor que ly/2; para cada ! entero par menor que 2N fijamos
k; = N —1/2y, aimagen de la suma (2.82), definimos la autofuncién

b 1.
_ I
P = ZE Y. AZZ Ykylms (2.83)

=0m=-—1

asociada al autovalor A := Ay,; = 4N + 3. Notemos que el autovalor A no depende de
la eleccion de /, lo que hace de ¢ una auténtica autofuncién (y no solo una autofuncién
aproximada) compleja, diferenciable y con norma L?(RR3) finita. El ingrediente clave
en este paso ha sido la elevada degeneracién del autovalor A, para N suficientemente
grande, que asegura la existencia de una familia de autofunciones isoenergéticas muy
rica en comportamiento de las variables angulares. La ley de Weyls, que ya comentamos
en el capitulo 1, nos da esta propiedad para el Laplaciano por lo que, atn antes de
haber observado explicitamente este crecimiento de la degeneracién para el operador
ahora considerado, se trata de una caracteristica que cabria esperar. Recordemos que
los coeficientes cj,, = 0 para | impar. Esto nos permite que el valor k; sea siempre un
ndmero entero.

= Para concluir, nos servimos del, ya mencionado, lema 2.2 para acotar

]w <\}‘X> —¢(x)|, |V (jX) —Vg(x)| <C/N, (2.84)

7
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2. El Principio de localizacién inversa

siempre que |x| < R, para un R fijado tal que S C Bg. El resultado se sigue de tomar
N suficientemente grande.

Observacion 2.6. Dimensiones mas altas

A diferencia de lo que ocurria en la seccién anterior, donde la definicién del operador curl
dependia esencialmente de la dimensién, la restriccién al caso d = 3 hecha en este apartado
se debe solo a la aplicacién de los resultados presentados en él que se expondré en el capitulo
proximo. Merece la pena mencionar que esencialmente el mismo argumento nos permite
aproximar g soluciones de la ecuacién de Helmholtz en R por g autofunciones real-valuadas
del oscilador arménico ¥ = (¢4, ..., ;) asociadas al mismo autovalor A grande.

Notemos que cuando d > 3 las autofunciones del oscilador arménico vienen dadas por

2 I+ (n—
Y = AL (2) vy, (), (2.85)

donde w := x/r es un punto en 8?1 e Y, son los esféricos arménicos en $4~1 (también lla-
mados hiperesféricos), con frecuencia I(I 4+ d — 2). Aqui, los valores propios correspondientes
a Pyiy son Ay = 4k + 21 + d (con igual degeneracion), I > 0, m = (my,...,m,_3)y

|m1| <mp < ... Smd,zgl. (2.86)

Usando de nuevo la férmula asintética de Hilb para los polinomios de Laguerre [Sze39],
obtenemos la expansién asintética del lema 2.2 generalizada para d = 3:

P (x) =A% [jf (VAar) +0 (k@042 |y, (@),

leklm(x) :\/AiklA;fl |:<]§i)/ ( )\klr) +0 (k—min{(d+1)/4,2}):| Ylm(er ¢)er (2.87)

4 . Vgi-1 Y, (w
+ Azl []fi ( Akzr) +0 (k*mm{(dﬂ)/zl,z})} s Im ) 1rlm< ),

donde ]f denota las funciones de Bessel hiperesféricas, que satisfacen la ecuacién de Helmholtz

radial en R? y las constantes Ail son conocidas. Asf mismo, cabe comentar que en este con-

texto mds general la funcion de Green utilizada en el primer paso de la prueba adopta la

forma
G(x) := —Blx|" %Y 0 1 (|x]), (2.88)

donde Yj;/,_1 denota la funcién de Bessel de segundo tipo y B es una constante real que

tomamos
21 —d/2 T

= stz =1y

(2.89)
con 8971 = %, el drea de la esfera unidad de dimensién d — 1 y I, la funcién Gamma

presentada en el apéndice B. De esta forma se cumple AG + G = 0 en todo punto salvo en el
origen y, gracias al comportamiento asint6tico de las funciones de Bessel, podemos ver que

1 3-d
G(x) = ST +(’)(|x\ ), (2.90)
a medida que x — 0.

El resto de la demostracién permanece sin alterar.
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2.3. La ecuacién de Schrodinger: potencial de Coulomb y oscilador armdnico

Observacién 2.7. La hipétesis de paridad

Merece la pena mencionar el hecho de que la paridad de la funcién ¢ ha sido clave en
la construccién del nimero cudntico radial k;. Esta hipotesis extra sobre la paridad de u
(que, como veremos, no aparece si consideramos otros potenciales en el lugar del oscilador)
se debe a la forma de los autovalores: Ay; depende, esencialmente, de un tnico «ntimero
cuédntico», 2k + I. Es posible modificar el argumento para considerar el caso en que ¢ sea
impar. Como los esférico arménicos tienen paridad (—1)!, notamos que

P (—%) = (=) g (x) = (1) 73/ 272y (x) = (~1) W2 (x),  (2.91)

por lo que la paridad de las autofunciones de la base depende solo del valor Ay y, por tanto,
todas las autofunciones del oscilador arménico tendran paridad. Mds concretamente, como
el valor propio Ay tiene la forma 2N + 3 para algtin entero no negativo N, la paridad de la
autofuncién ¢y, es la misma que la paridad de N.

2.3.2. Elpotencial de Coulomb

Tras el estudio hecho en el apartado anterior del oscilador arménico, surge de forma in-
eludible el caso del potencial de coulomb. Como cabria esperar, en [EHPS18a] A. Enciso,
D. Hartley y D. Peralta-Salas consiguieron demostrar un resultado analogo al teorema 2.7
para el caso del potencial de Coulomb. No se trata de un mero calco de este; al contrario, la
singularidad del potencial y el hecho de que no dispongamos de estados acotados con ener-
gia arbitrariamente alta introducen algunas complicaciones técnicas con las que los autores
lidiaron utilizando ideas novedosas.

Recordemos que las autofunciones del hamiltoniano de Coulomb son las funciones
complejo-valuadas y pertenecientes al espacio de Sobolev H'(IR%) que satisfacen la ecuacién

(A + |§| + A) p=0, (2.92)

en R3. Sirviéndonos de nuevo del método de variables separadas, comprobamos inmediata-
mente que los autovalores estdn dados por

Api=—— (2:93)
para n € IN y que una base del espacio propio correspondiente a A,, viene dada por

Ynim 1= fnl(r)Ylm ('9/ gD)
fnl = A”lefr/nrlLil:rll_l (21’) (294)

n

donde 0 <1 <n—-1y —I <m <. Aqui A,; es un factor de normalizacién que definimos
como
2 -1 1)

Anl - (1’1 T+ l)' ’ (295)

L% son los polinomios asociados de Laguerre e Yj,, son los esféricos arménicos en $2. Auto-
maéticamente se comprueba que la degeneracion del espacio de funciones propias del nivel

de energia A, es n?.
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2. El Principio de localizacién inversa

Heuristicamente, a medida que los niveles de energia A, tienden a 0 para valores grandes
de n, es claro que el limite formal de la ecuacién (2.92) es el problema de Coulomb con
energia nula:

(A + i) ¢ =0. (2.96)

Si bien, a diferencia de los apartados anteriores, no se trata de la ecuacién de Helmholtz, su
comportamiento es en cierto sentido similar. Concretamente, la existencia de teoremas de
aproximacién global con decaimiento que tienen a esta ecuacién por protagonista (al igual
que sucedia para la ecuacion de Helmholtz) serd vital en la demostracién de este resultado
de localizacién inversa.

La clave es que, dada una solucién arbitraria ¢ de (2.96), serd posible encontrar una su-
cesion de autofunciones ¢, con energia A, que aproxima a la solucién dada en una bola
Bg de RR3. Es interesante notar que, a diferencia del oscilador arménico, los autovalores del
potencial de Coulomb no crecen a infinito. Esto puede ser visto como una evidencia de
que la herramienta esencial en la prueba de los teoremas de localizacién inversa es solo la
degeneracién de las autofunciones, en lugar del gran tamafo de las energias asociadas.

Para estudiar el comportamiento de las autofunciones ,,, para grandes valores de n
podemos considerar su parte radial. En el siguiente lema calculamos el comportamiento
asintético de los polinomios de Laguerre de orden alto (que dominan dicha componente
radial) y demostramos que se acercan (en norma C1) a soluciones continuas de (2.96).

Lema 2.4. Para cadaly R fijos,

Jar41 (V87
lim ||f; — y =0, e incluso, (2.97)

n—»00 \/g

CO(0,R)
P Ja1+1 <V 87) 0 (2.8)
im ||fy — ————= =0, 2.9
n—oo A /8
' Cl (RlIRZ)

para 0 < Ry < Ry fijos.

Como las autofunciones cumplen la ecuacién radial siguiente
2 I(1+1) 2
(a% + ;ar - % + P + /\n> fui(r) =0, (2.99)

estimaciones habituales de elipticidad nos permiten mejorar estas cotas uniformes a espacios
C™(R1,Rp) con m > 1, por lo que es teorema siguiente podria mejorarse en este sentido.

El teorema de localizacién inversa probado en este contexto por Enciso, Hartley y Peralta-
Salas reza como sigue:

Teorema 2.8. Sea ¢ una solucion de la ecuacion (2.96), A +2¢/|x| = 0 con valores complejos,

definida en un conjunto compacto K contenido en la bola Bg, C R®, con Ry := @, con 0 ¢ K
y con complemento R3\K conexo; sea € un niimero positivo. Entonces, para cualquier entero N
suficientemente grande existe una autofuncion  del potencial arménico A + %lp +Ap = 0 con

A= —# en R® cumpliendo
1Y —llorx) <e (2.100)
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La hipétesis hecha sobre el conjunto K acerca de su acotacién por la bola Bg,, que aparece
por primera vez, se debe a una significante diferencia técnica entre los dos operadores
considerados: el operador de Coulomb, a diferencia del oscilador arménico, es no negativo.
Esto nos fuerza a establecer el teorema de aproximacién tipo Runge (que serd necesario

en el primer paso de la prueba) para subconjuntos de la bola de radio Ry := \/TE. Por
otro lado, y debido a que en este contexto no tenemos valores arbitrariamente altos para
la energfa, la propiedad de localizacion inversa se cumple en bolas con didmetro de orden
1, en contraposicién con aquellas arbitrariamente pequefias (especificamente, con radio de
orden N~1/2) que era necesario tomar en el caso del oscilador arménico. No muchas més
sutilezas diferencian esta prueba de la dada para el teorema 2.7, como se puede comprobar
compardndolas a grandes rasgos (la demostracién con todos sus detalles se puede leer en
[EHPS18al):

= Comenzamos la demostracién probando la existencia de una funcién de Green G para
el Hamiltoniando de Coulomb. Por las particularidades ya comentadas del potencial
de Coulomb, solo demostraremos que G estd definida en Bg x Br para un radio
R < Ry; y sera simétrica. Gracias a ella, seremos capaces de construir una funcién ¢’
satisfaciendo la ecuacion

(A + |92c|> ¢ =0, (2.101)

en todo el espacio R3, que sea continua en el origen y que decaiga en infinito como
|x| =3/, Esta funci6n, que construimos similarmente a como hicimos en la prueba del
teorema 2.7 (se pueden consultar los detalles en [EHPS18a]), serd de la forma

lh 1 J V/8r
(P/ = Z Z ClmZIJrl\/(gr)Ylmw' ), (2.102)

I=0m=-1

donde c;;,, son constantes complejas, y aproxima a ¢ en el sentido de

¢ — Gb,”ck(K) <9, (2.103)
para todo é > 0 arbitrariamente pequefio.

= Este segundo paso es notablemente méas sencillo que su anédlogo pues cuenta con
menos detalles técnicos: basta con definir la funcién

Y = ZZO i Clmfnl(r)ylm(er (P)/ (2.104)
I=0m=-1
para un cierto n € IN, a determinar mas adelante.
= Finalizamos la demostraciéon notando que
. lo Ja141 (@)
[¥n = ¢'llcrxy < Cz;o fu — — 5 : (2.105)

CH(K)

Al aplicar el lema 2.4 podemos acotar esta diferencia por un § > 0 cualquiera sin

. . _ e . .
mas que tomar # suficientemente grande. Tomaremos 6 = Ao+ aquiy en el primer
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2. El Principio de localizacién inversa

paso de la prueba para acotar || — ¥nullc1x) < ¢ — ¢'llcrx) + 19" — Yullcry < €y
concluir el resultado buscado.

Observacion 2.8. De forma completamente andloga a lo que sucedia en el caso del oscilador
armonico, también todos los resultados de esta seccién se pueden generalizar a cualquier
dimensién R? — RY. No buscamos aburrir al lector con todos los detalles técnicos de esta
extension que no dista de la version dada aqui més alld de la eleccién de una base de
autofunciones adecuada a la dimensién. Estas se pueden encontrar en cualquier libro de
referencia y vienen dadas por

Yo = €L 2r/m) Yin (@), (2.106)

donde w := x/r es un punto en 8?1 ¢ Y}, son los esféricos arménicos en $4~1 (o hiper-
esféricos), con frecuencia (I +d — 2). Aqui, los valores propios correspondientes a 1,
son

1
At ===, (2107)
(con igual degeneracién), | > 0, m = (mq,...,m,_3)y
|my| <mp <...<my_p <l (2.108)

La demostraciéon se desarrolla sin mayores diferencias con la ya comentada, d = 3.

Observacion 2.9. El teorema 2.8 se distingue de otros de naturaleza similar estudiados en esta
memoria en el hecho de que prescinde de la composicién con un reescalado. Es decir, la
autofuncién que construimos esta arbitrariamente cerca de una onda monocromatica dada
por si misma, sin necesidad de precomponer con una funcién del tipo ®(x) = x/A,, con A,
el valor propio correspondiente. Esto se puede entender como una prueba del hecho de que
el ingrediente clave en la demostracién es solo la alta degeneracién de las autofunciones y
no, como se podria llegar a pensar en vista de resultados anteriormente vistos, la presencia
de energias altas.
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inversa estudiados

En este capitulo nos serviremos de los teoremas de localizacion inversa presen-
tados en el capitulo 2 para resolver algunos problemas de realizacion en varie-
dades y en el espacio euclideo en presencia de ciertos potenciales radialmente
simétricos. Como sabemos el objetivo de estos problemas es realizar una de-
terminada variedad como variedad invariante de la solucién a una ecuacién en
derivada parciales dada. Veremos que las piezas clave seran la propiedad de
localizacion inversa y las técnicas ya existentes para resolver estos problemas
en el espacio euclideo.

3.1. Problemas de realizacion

Recientemente gracias a nuevas técnicas experimentales se han podido observar en el labora-
torio estructuras topolégicas que emergen en diversos procesos fisicos: dindmica de fluidos,
Optica, fisica de estado sélido, etc. Mas concretamente, se manifiestan como torbellinos anu-
dados en fluidos y plasmas o dislocaciones en superconductores. Ademds de su utilidad
para estudiar sistemas complejos, estas estructuras presentan gran interés desde el punto de
vista matemético. Estos fenémenos fisicos vienen descritos por soluciones (bien vectoriales
bien escalares) de sistemas de EDPs y las estructuras topoldgicas emergentes son variedades
invariantes de estas soluciones. Por ejemplo, en la figura 3.1 vemos un «torbellino» anudado
formando un nudo de trébol (mas adelante en este capitulo definiremos rigurosamente a qué
nos referimos por «torbellino»). En otros casos, como el estudio de la materia condensada,
el estado del sistema viene dado por un campo escalar y las estructuras topolégicas vienen
dadas por regiones del conjunto nodal de este campo escalar. Cabe preguntarse, ;cuan in-
trincadas (topoldgicamente hablando) pueden llegar a ser estas variedades invariantes para

Figura 3.1.: Un tubo de vorticidad anudado obtenido en agua en el laboratorio Irvine Lab en
Chicago. Imagen por cortesia de W. Irvine.
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campos sujetos a ciertas restricciones analiticas impuestas por las ecuaciones?
Para ilustrar la clase de cuestiones matematicas a las que nos referimos, considérense los
siguientes problemas:

= Caso escalar. Encontrar una funcién compleja ¢ : R — C, que se avenga a la ecuacién
de Helmholtz
Ap+19p =0 (3.1)

y cuyo conjunto nodal (que serd en general una coleccién de curvas, siempre y cuando
el cero sea un valor regular) tenga una componente difeomorfa a un nudo L dado.

= Caso vectorial. Encontrar una solucién u de las ecuaciones de Euler estacionarias

uxw=VB, divu =0, w:= curlu, (3.2)

2
donde B := % + p es la funcién de Bernoulli y p es la presion; cuyo campo de
vorticidad w tenga un toro invariante anudado como se desee.

A estos problemas se los denomina problemas de realizacién: el objetivo es realizar una
determinada variedad como variedad invariante de la solucién a una ecuacién en derivadas
parciales dada.

3.2. Elcaso euclideo: una estrategia general.

Hace relativamente poco, Alberto Enciso y Daniel Peralta-Salas idearon una estrategia muy
general para tratar problemas de realizacién como estos. De ella se sigue que estas cuestiones
suelen exhibir una gran «flexibilidad»: la ecuacién en derivadas parciales que rige el compor-
tamiento de las soluciones no impone restricciéon alguna al tipo de variedad invariante que
podemos encontrar. Es mds, podemos conseguir cualquier subvariedad imaginable (que sea,
claro estd, topolégicamente posible).

La estrategia introducida por Enciso y Peralta-Salas es muy maleable, y puede adaptarse
a problemas muy variados (si bien la adaptacién a cada contexto concreto dista en muchas
ocasiones de ser trivial). Sin embargo, por variadas que sean, las aplicaciones de esta estrate-
gia se limitan a ecuaciones en espacios abiertos. Al intentar implementarla en una variedad
compacta topamos con una obstruccién fundamental. Para entender mejor de dénde nace
esta obstruccién comentaremos brevemente el esquema general de la técnica.

Por concrecién, pensemos en el primer problema presentado en la seccién anterior: bus-
camos una funcién compleja ¢ en R3 que resuelva la ecuacién Ay + 1 = 0 y cuyo conjunto
nodal ¥ ~!(0) tenga una componente difeomorfa a un nudo prefijado L. En primer lugar,
hemos de resolver el problema localmente: esto es, construir una solucién ¢ de la ecuacién
definida en un entorno tubular de L y que cumpla, ademaés

] 1/3‘L = 0, de forma que realiza el nudo y

= la pareja de campos vectoriales (R (V),Z (V{)) en L genere el fibrado normal de L.
Aqui, R y Z denotan respectivamente la parte real e imaginaria.

Esta tltima propiedad garantiza la robustez del conjunto y permite que sobreviva a pertur-
baciones de clase C! de ¢ (pensemos en el conjunto cero de una funcion real: si el gradiente
de la funcién no se anula en ese conjunto, una perturbacién de la misma seguird teniendo
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un conjunto cero difeomorfo al original). Si nuestro caso (como ocurre con Ay + 1 = 0) es
el de una EDP eliptica de segundo orden, bastara con disponer de un teorema de existencia
local (como el teorema de Cauchy-Kovalevskaya, que se puede leer en cualquier libro de
referencia como [Taoo06]).

El siguiente paso consiste en encontrar una solucién global ¢ de la EDP que aproxime a la
solucién local ¢ con una resolucién tan fina como se desee. La clave aqui son los teoremas
de aproximacién de tipo Runge, como el Teorema de Lax- Malgrange y sus variantes de los
que ya hablamos en el capitulo 1 y sobre los que volveremos en el capitulo 5. Como hemos
pedido al conjunto cero de ¥ que sea robusto ante perturbaciones, el nudo L no se disuelve
en el proceso de aproximacién, y una copia casi exacta de L (que se obtiene deformando el
nudo mediante un difeomorfismo muy parecido a la identidad) se mantiene en el conjunto
cero de la solucién global. Asi, el problema queda resuelto.

La obstruccién de la que habldbamos surge en el paso de la aproximacién global. Es el
mismo tipo de inconveniente con el que uno se topa al tratar de extender analiticamente
a todo el plano complejo una funcién holomorfa definida en un anillo: es ineludible, en
general, que aparezca una singularidad en el disco delimitado por la circunferencia interior.
En efecto, el teorema de Lax-Malgrange requiere que la solucién local esté definida en un
abierto U cuyo complemento no tenga componentes compactas. Esta es la situacion en la que
nos encontramos al intentar reproducir el método en una variedad cerrada: el complemento
IM\U sera un cerrado acotado, luego compacto.

En lo que resta de capitulo, presentamos una estrategia para abordar problemas de rea-
lizacién en variedades compactas, superando asi la obstruccién que acabamos de exponer.
La idea principal que nos permite soslayar la obstruccién de la implementaciéon de la es-
trategia previa en variedades compactas se basa, precisamente, en la teoria de localizacién
inversa. Hemos visto que, en algunas variedades compactas, existen autofunciones de un
operador autoadjunto de segundo orden (en el caso més sencillo, el Laplaciano) asociadas a
un autovalor A grande y que se comportan, a escalas pequerias adecuadamente escogidas,
como cualquier solucién prefijada de una EDP euclidea concreta (pensemos en la ecuacién de
Helmholtz). Los resultados de localizacién inversa implican que cualquier propiedad que las
soluciones de la EDP euclidea presenten en subconjuntos compactos de R? es extensible a las
autofunciones de alta energia del operador (al menos, en ciertos casos con mucha simetria)
siempre y cuando tal propiedad sea robusta ante perturbaciones. La cuestién se reduce, por
tanto, al caso euclideo, en el que uno puede esperar resolver el problema de realizacién con
las técnicas de Enciso y Peralta-Salas. Pasamos a exponer algunos resultados que se han
obtenido recientemente gracias a esta técnica.

3.3. Realizacion de torbellinos enlazados en campos de Beltrami de
altas energias

A lo largo de esta seccién trabajaremos constantemente con curvas cerradas y tubos en la

esfera S o el toro plano T3 por lo que es coherente comenzar precisando estos conceptos.

Notaremos IM? cuando no tratemos de distinguir entre las dos variedades que estamos
considerando, como hemos hecho en el capitulo anterior.

Definicién 3.1. L es una curva cerrada o nudo en IM? si es la imagen por un embedding
diferenciable del circulo S'. Un enlace es una unién de nudos disjuntos. Por otro lado, L es
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un tubo si es un dominio L C M? acotado y tal que 9L es difeomorfo a T?. Usaremos el
término torbellino para referirnos indistintamente a nudos, enlaces y tubos.

Un fluido incompresible (de densidad constante y no sometido a fuerzas exteriores) en R3
viene descrito matemdticamente por su campo de velocidades

u(x ) = (ur(x, 1), ua(x, 1), u3(x, 1)), (33)
que es un campo vectorial dependiente del tiempo satisfaciendo las ecuaciones de Euler:
i+ (u-V)u=—-VP, divu =0, (3-4)

para una cierta funcién P(x,t) (escalar) que representa la presion interna del fluido y no
se prescribe de antemano, sino que es una incégnita mds del problema. De forma que
estamos ante un sistema de cuatro ecuaciones en derivadas parciales con cuatro incégnitas
u = (uy,up,u3) y P.

El enfoque lagrangiano de la ecuacion de Euler considera las trayectorias x(t) determina-
das por el campo de velocidades, es decir, las soluciones de la ecuacion x'(t) = u(x(t),t).
Fisicamente, la trayectoria x(t) con condicion inicial x(ty) = x( representa la evolucién tem-
poral de una particula de fluido que se encuentra en la posicién x( a tiempo ty. En dindmica
de fluidos estas trayectorias se denominan lineas de corriente. Otro campo vectorial que
desempefia un papel muy relevante en el andlisis de la ecuacién de Euler es la vorticidad
w(x,t), que se define como w := curl u. Las trayectorias del campo w se denominan lineas
de vorticidad y, por motivos fisicos, resultan atin més interesantes que las lineas de corriente.
Una tercera estructura de interés son los tubos de vorticidad.

Definicién 3.2. Un tubo de vorticidad es un dominio acotado 7~ C R? de forma que 97 es
difeomorfo a T? (esto es, es un tubo) y w es paralelo en todo punto a 97 . Otra forma de
verlo es decir que 97 es un toro invariante de la vorticidad, con lo que un tubo de vorticidad
es el dominio interior acotado por un toro invariante de la vorticidad.

Cuando el campo de velocidades no depende del tiempo, el fluido se dice que estd en
estado «estacionario» o, simplemente, que es estacionario. En lo que sigue solo considerare-
mos soluciones estacionarias de las ecuaciones de Euler, que describen configuraciones de
equilibrio en el fluido. Un simple calculo muestra que en el caso estacionario la ecuacién de
Euler puede escribirse como

uxcurlu = VB, divu =0, (3-5)

donde B := P + 1|u|? es la funcién de Bernoulli.

Un tema central de la hidrodindmica topolégica, que se remonta al trabajo de Lord Kelvin
en torno al tercer cuarto del siglo XIX [Kel69], es la existencia de lineas de corriente, lineas
de vorticidad y tubos de vorticidad anudados en flujos de fluidos estacionarios. William
Thomson, mejor conocido como Lord Kelvin, no estaba considerando torbellinos anudados
en el agua, sino en el (por entonces ubicuo) eter. Un extracto de las notas del curso de Fisica
Matematica impartido por José de Echegaray en el Ateneo de Madrid [Rono4] nos dan una
idea mds precisa de este estudio: “Asi el ilustre Lord Kelvin ha buscado en los movimientos
de los torbellinos una explicaciéon mecanica del Universo. El Universo estd lleno, segiin
opinién de muchos sabios, por una materia continua, y lo que nosotros llamamos materia,
materia propiamente dicha, no es mds que un conjunto de torbellinos: 4tomos-torbellinos les
llama el ilustre autor, 4&tomos que, segin Helmholtz son indestructibles y eternos."
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Hydrogen

OD Carbon
(\
(-)) Oxygen

Figura 3.2.: Torbellinos anudados representando algunos elementos segtin la teoria de Lord
Kelvin. Imagen cedida por David Poyato.

Segun Lord Kelvin, los d4tomos serian torbellinos anudados, y a cada tipo de nudo corres-
ponderia una especie de d4tomo (lo que hoy llamariamos un elemento quimico). Aunque la
motivacién fisica de Lord Kelvin acabé por mostrarse errénea no mucho después, el pro-
blema matematico sugerido estimulé el desarrollo de la teorfa de nudos, y permaneci6 sin
resolver durante méas de un siglo. Tanto es asi que solo recientemente se ha demostrado la
existencia de soluciones estacionarias en R® que presentan lineas de corriente y vorticidad y
tubos de vorticidad anudados y enlazados de forma tan complicada como queramos [EPS12].

En virtud del teorema de estructura de Arnold [Arn65] y [Arn66], resulta natural buscar
soluciones estacionarias a la ecuacién de Euler con trayectorias complejas entre aquellas para
las que la velocidad y la vorticidad son colineales (y asi lo hicieron en [EPS12] y [EPS13b]
Enciso y Peralta-Salas). Esto nos lleva a considerar las soluciones del sistema

curlu = fu, divu =0, (3.6)

siendo f una funcién suave en R3. Dado que f es una integral primera del campo (basta
tomar la divergencia de la primera ecuacién para ver que Vf - u = 0), con vistas a obtener
soluciones con dindmica compleja habremos de centrar nuestra atencién en los campos que
verifican curl u = Au, con A una constante no nula. Estos son, precisamente, los campos de
Beltrami estudiados en el capitulo anterior. Nétese que en este caso las lineas de vorticidad
y las lineas de corriente coinciden.

Las soluciones estacionarias en IR? que se pueden construir usando estas técnicas [EPS15b]
decaen en infinito como 1/|x|, siendo este el 6ptimo para campos de Beltrami pero no
suficientemente rdpido para que el campo esté en L?(IR®). Por el contrario, los campos de
Beltrami en una 3—variedad riemanniana cerrada son soluciones estacionarias de la ecuacién
de Euler que si tienen energia finita (es decir, estan en el espacio de energia L?(IM)). Es gracias
a la teorfa de localizacién inversa que Enciso y Peralta-Salas han sido capaz de establecer
la existencia de estructuras de vorticidad (lineas y tubos) anudadas y enlazadas a placer en
campos de Beltrami sobre ciertas variedades compactas con una métrica riemanniana fija.
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Mas concretamente, el teorema principal de [EPSdL17] afirma lo siguiente.

Teorema 3.1. Teorema de realizacién para campos de Beltrami en S° y T®

Sea S una union finita de curvas cerradas y tubos, disjuntos dos a dos pero posiblemente anudados
y enlazados, contenidos en S® 0 T®. En el caso del toro, asumimos ademds que S esté contenido en un
subconjunto contrdctil de T®. Entonces, para cada entero impar A suficientemente grande, existe un
campo de Beltrami u satisfaciendo la ecuacion curl u = Au y un difeomorfismo ® de S 0 T° de forma
que ®(S) es una union de lineas de vorticidad y tubos de vorticidad de u. Ademds, este conjunto es
estructuralmente estable.

Recordemos que con «estructuralmente estable» nos referimos a la propiedad de que cual-
quier campo vectorial en el toro o en la esfera que sea suficientemente cercano a u# en norma
C* y que preserve cierta medida de volumen tendrd también esta coleccién de trayectorias
periddicas y de toros invariantes (salvo, posiblemente, componer con un difeomorfismo).

Como ya comentamos en el capitulo anterior, un campo de Beltrami u en M> cumple la
ecuacion

curlu = Au, (3.7)

para una constante no nula A que sabemos la forma que adopta en cada caso:
= Si M3 = S3, ) es un entero con valor absoluto mayor o igual a 2.
= Si M3 =T8% A = £|k| para algtin k € Z3.
A continuacién veamos, a grandes rasgos, como proceder para demostrar este resultado.

Demostracién. Comenzamos tomando @', un difeomorfismo de M3 que lleva el conjunto S
dentro de la bola B/, y la bola B;, dentro de si misma. En el caso de la esfera, la existencia
de un tal difeomorfismo es trivial pero en el caso del toro necesitamos la hipédtesis extra hecha
sobre la contractibilidad de S. Entonces podemos definir un conjunto S’ con una cantidad
finita de curvas cerradas y tubos en la esfera B, ;, como

S = (Yod)(S), (3.8)

donde ¥ es la funcién coordenada de una carta de coordenadas geodésicas normales como
la utilizada en la seccién 2.1, ¥ : B — B, centrada en un punto arbitrario pero fijo pg € M>.
De esta forma Y,u es simplemente la expresién del campo de Beltrami u en coordenadas
locales normales.

Como cabria esperar, las dos herramientas claves en la demostracién son el teorema 2.5 y
la técnica general para enfrentar problemas de realizacién en el euclideo ideada por Enciso
y Peralta-Salas. Concretamente, el siguiente lema es consecuencia del teorema principal de
[EPS15Db].

Lema 3.1. Existe un campo de Beltrami v en R® cumpliendo la ecuacion curlv = v y un difeomor-
fismo ® de R® que preserva la orientacion y que coincide con la identidad en R3\By 5, de forma
que Do (S') es una unién de lineas de vorticidad y tubos de vorticidad de v. Ademds, este conjunto es
estructuralmente estable.

Para concluir la demostracién combinaremos este lema con el teorema 2.5. El teorema 2.5
garantiza que, para todo entero impar suficientemente grande A, el campo de Beltrami v
construido en el lema 3.1 se puede aproximar en el sentido de que

()

oy <€ (3-9)
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por un campo de Beltrami u definido en IM3. Entonces no es dificil comprobar que la esta-
bilidad estructural del conjunto ®g(S’) implica la existencia de un difeomorfismo ®; de R?,
que coincide con la identidad en el complemento de By, y de forma que ®1(S’) C By, es
un conjunto de lineas de vorticidad cerradas y tubos de vorticidad estructuralmente estables
del campo reescalado

¥, (X) : (3.10)

De hecho, en el caso de las lineas de vorticidad cerradas, se sigue de forma inmediata de
la propiedad de elipticidad de las trayectorias [MZo5, Seccién 2.1] si tomamos m > 1 en
3.1. Para los tubos de vorticidad es necesario usar el hecho de que los campos de Beltrami
son libres de divergencia en M?, lo que asegura que el campo ¥.u () preserva una cierta
3—forma de volumen en IM3. Sin entrar en detalles (que se pueden consultar en [EPS15b,
Seccién 7.4]), podemos afirmar que, tomando m > 4, podemos aplicar un teorema de tipo
K.A.M. para campos que preserven el volumen en R3 y deducir la existencia de dicho
difeomorfismo ®;.
Por tanto, podemos definir el difeomorfismo de M3

d'(x) if x ¢ &~ 1(B)
PO (#0000 @) (x) ifr e &1(B), G11)

donde @)1 /) es un difeomorfismo suave de R3 que coincide con el reescalado @1, (x) :=
en la bola By, y es la identidad en el complemento de B3,4. Esto asegura que ® es un
difeomorfismo diferenciable de M? de forma que el conjunto ®(S) es una unién de curvas
cerradas de vorticidad y tubos de vorticidad del campo de Beltrami u, estructuralmente
estables. Por tanto, hemos concluido la prueba del teorema. O

Algunos comentarios pertinentes son los siguientes:

Observacion 3.1. Conocemos el difeomorfismo &

La demostracion del teorema proporciona un entendimiento bastante completo del com-
portamiento del difeomorfismo ®. Como hemos visto, el efecto de @ es el de reescalar
uniformemente un subconjunto contréctil de la variedad que contenga a S hasta que tenga
didmetro del orden de 1/|A|. N6tese también que no podemos garantizar que ®(S) contenga
todos los tubos de vorticidad y lineas de vorticidad del campo de Beltrami.

Observacion 3.2. Si solo tenemos curvas de vorticidad, es sensiblemente mas sencillo
Si S contiene tnicamente curvas, la condicién de estabilidad estructural que necesitamos
en mucho menos restrictiva: podemos cambiar la norma C* por norma C.

Observacién 3.3. Estos campos tiene una helicidad muy elevada
La helicidad de la vorticidad, i.e., la cantidad

H(curlu) := /

" u-curlu, (3.12)

es, en estos casos, proporcional a su valor propio A; por lo que el campo de Beltrami construi-
do en el teorema 3.1 tiene una helicidad muy alta. Mas concretamente, la cantidad invariante

$H(curlu)
W; (3.13)
L2(M)
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que para campos de Beltrami vale exactamente A, se vuelve arbitrariamente grande. Esto es
consistente con la interpretacién debida a Moffat [Mof14] de la helicidad como una medida
del grado de anudamiento de las lineas de vorticidad en el fluido.

Observacion 3.4. ;Por qué buscamos estos torbellinos en variedades compactas?

Tomando M3 como S3 o T3, el teorema 3.1 prueba una conjetura de Arnold [Arn6s]
que afirma que deben existir campos de Beltrami con lineas de vorticidad topolégicamente
complicadas. Pero el interés por abordar problemas de realizacién para fluidos en el caso
compacto va més alld de los puramente técnico: un fluido en el 3—toro o la 3—esfera describe
mucho mejor el comportamiento de los fluidos reales que un fluido en el espacio euclideo.
Esto se debe a que los fluidos reales tienen una cantidad finita de energia (i.e., tienen una
norma L? acotada) y este es también el caso de los fluidos en espacios compactos (no asi
aquellos de infinita extensién).

Otras propiedades se siguen inmediatamente de aquellas comentadas en la seccién 2.2.2.

Observacion 3.5. Existen muchos campos de Beltrami con lineas de vorticidad cerradas y
tubos de vorticidad anudados como queremos

Ya que podemos construir un tal campo para cualquier A entero impar suficientemente
grande.

Observacién 3.6. Para la esfera, la hipétesis sobre la paridad de A no es necesaria
Puesto que solo es utilizada en el teorema de localizacién inversa (y ya comentamos este
caso en la seccion 2.2.2.)

Observacion 3.7. En nuestros campos de Beltrami, los nudos y enlaces aparecen por parejas
Esto se sigue del siguiente hecho conocido: todo campo de Beltrami u en S* con valor
propio A + 2 se puede escribir como

u = Fihy + Bhy + Fshs, (3.14)

donde los F; son esféricos armoénicos de energia A - (A +2) y los h; forman la base Hopf
introducida en la prueba de 2.5. Por la paridad de los esféricos arménicos

F(=p) = (=1)*F(p), (3.15)

y por ser los campos de Hopf impares, concluimos que todo campo de Beltrami en la esfera
con valor propio A tiene paridad (—1)**1. Por tanto es o par o impar y, en cualquier caso, el
hecho de que ®(S) sea un conjunto de lineas y tubos de vorticidad del campo de Beltrami
u implica que —®(S) también lo es. Claramente, —P(S) y P(S) presentan el mismo tipo
topologico.
Observacién 3.8. El resultado es cierto sobre espacio lenticulares

Recordemos que un espacio lenticular tridimensional L(p, q) es un cociente de S por una
Z./ p—accién. Més precisamente, si tomamos p y q enteros coprimos y consideramos $3 como
la esfera unidad en C?, entonces la Z/p—accién en S generada por el homemorfismo

(z1,22) — (ezm/p - z1,e24/p ~zz) (3.16)

es libre. El espacio cociente resultante se conoce como espacio lenticular L(p, q). El teorema
2.6 permite, de forma natural, probar el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Sea S una union finita de curvas cerradas y tubos, disjuntos dos a dos pero posiblemente
anudados o enlazados, contenida en un subconjunto contrdctil del espacio lenticular tridimensional
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L(p,q). Entonces, para cada entero impar A suficientemente grande existe un campo de Beltrami u
satisfaciendo la ecuacion curlu = Au y un difeomorfismo ® de L(p, q) de forma que ®(S) es una
union de lineas de vorticidad y tubos de vorticidad de u que, ademds, es estructuralmente estable.

3.4. Una conjetura de Berry sobre conjuntos nodales anudados para
operadores de Schrodinger

Las dislocaciones fueron introducidas en mecdnica cudntica por Berry y Nye en 1974 por
analogia con las dislocaciones clasicas de frente de onda estudiadas en 6ptica, y han encon-
trado numerosas aplicaciones en dreas muy diversas de la ciencia incluyendo quimica, ondas
en agua y la teorfa de cristales liquidos [NWoo]. Si uno escribe la ecuacién de onda de la
mecanica cuéntica en términos de su amplitud y fase como y = pe'X, recordemos que una
dislocacion es una componente conexa del conjunto de ceros {p = 0} tal que la fase varia
por un multiplo de 27t en un circuito cerrado alrededor de este. Visto de otro modo, son los
puntos donde coinciden un cero de p y una singularidad de .

Motivado por problemas de teoria de dislocaciones, en [Bero1] Berry construyé autofun-
ciones del hamiltoniano de Coulomb en R? cuyo conjunto nodal contiene un nudo de trébol
o un enlace de Hopf como unién de componentes conexas. Entonces conjetur6 acerca de la
existencia de autofunciones de un sistema cuédntico cuyo conjunto nodal tuviera componentes
con enlaces de mayor orden. Una motivacién fisica para estudiar el conjunto nodal de un
sistema cudntico es que se trata del lugar de interferencia destructiva de la funcién de ondas.
Ademas de estar relacionado con las singularidades de la fase (dislocaciones), lo estd con
los vortices en el campo de corriente. La existencia de estructuras anudadas, tanto desde
el punto de vista tedrico como aplicado, han atraido recientemente la atencién, de forma
especial en Optica y mecdnica de fluidos. En particular, Berry conjetur6 en el mismo articulo
sobre la existencia de autofunciones complejo valuadas del oscilador arménico en R® y del
potencial de Coulomb en R? cuyo conjunto nodal tuviera componentes anudadas. Ademas,
observo que deberia ser posible construir esos conjuntos de forma que sean estructuralmente
estables, en el sentido de que toda perturbacién suficientemente pequefia de la correspon-
diente autofuncién (en norma C* con k > 1) atin tenga componentes conexas en su conjunto
nodal que sean difeomorfas al nudo o enlace considerado.

Definicién 3.3. El conjunto nodal de i es estructuralmente estable si toda funcién ¢ tal
que ||¢ — |+ (R3) < € para algun k > 1 fijo, tiene un conjunto nodal que es una pequefia
deformacion (es decir, la imagen por un difeomorfismo préximo a la identidad) del conjunto
nodal de .

Esta pregunta ha sido recientemente respondida de forma afirmativa por A. Enciso, D.
Hartley y D. Peralta-Salas: en [EHPS18b] cuando el sistema cuantico considerado es el
oscilador arménico y en [EHPS18a] cuando, volviendo al contexto original de Berry, tomamos
el potencial de Coulomb. Concretamente, en ellos demuestran que todo enlace finito se
puede realizar como una coleccién de componentes conexas del conjunto nodal de alguna
autofuncién (del potencial considerado en cada caso). A pesar de las evidentes similitudes
entre ambos resultados, las particulares de cada potencial hacen que las demostraciones
difieran en varios puntos de forma no trivial.

Como sucedia en la seccién anterior, la demostracion de estos hechos se basa principal-
mente en dos herramientas ya vistas: un teorema de realizacién local para la ecuacién de
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Figura 3.3.: Los conjuntos nodales de una autofuncién del oscilador arménico tridimensional
para k = 21 y una de sus componente conexas anudadas. Imagen por cortesia de
Mark Dennis.

Helmholtz y un teorema de localizaciéon inversa, como los vistos en el capitulo anterior.
Notemos que, como estamos tomando autofunciones complejo-valuadas @ = ¢ + iy, su
conjunto nodal

{x ER3: p(x) = 0} (3-17)

es tipicamente una unién de curvas (no necesariamente compacta) en R3. Los teoremas
principales de esta seccion son:

Teorema 3.3. Teorema de realizacién para el oscilador armdnico

Sea L cualquier enlace finito en R3. Entonces existen una constante positiva E = E(L) tal que
para cualquier autovalor del oscilador armdnico A cumpliendo A > E > 0, existen una funcién propia
), (correspondiente a dicho autovalor) y un difeomorfismo ® : R3 — R® de forma que ®(L) es una
unioén de componentes conexas del conjunto nodal de . Ademds, el enlace ®(L) es estructuralmente
estable para la funcién ,.

Y, similarmente,

Teorema 3.4. Teorema de realizacién para el potencial de Coulomb

Sea L cualquier enlace finito en R3. Entonces existen una constante positiva E = E(L) tal que para
cualquier autovalor del potencial de Coulomb A cumpliendo 0 > A > —E > —1, una funcién propia
¥, (correspondiente a dicho autovalor) y un difeomorfismo ® : R3 — R® de forma que ®(L) es una
unién de componentes conexas del conjunto nodal de ,. Ademds, el enlace ®(L) es estructuralmente
estable para la funcién ,.

Se puede observar una de las principales diferencias entre ambos resultados: mientras para
el oscilador armoénico tenemos estados con energia arbitrariamente alta, los correspondientes
valores para el potencial de Coulomb estdn acotados (y son negativos). Asi, mientras la
primera constante E es habitualmente un valor positivo muy grande, en el segundo caso se
trata de un ntimero cercano a cero.

Esto trae importantes consecuencias sobre el comportamiento del difeomorfismo ®. Grosso
modo, en el caso del oscilador arménico, el difeomorfismo ® se encarga de «encoger» L
hasta que quede dentro de una bola de radio A~'/2. Como el autovalor A de ¥ es grande,
solo podremos realizar enlaces si estan contenidos en bolas de radio muy pequefio. Por el
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contrario, en el caso del potencial de Coulomb, la acotacién de los autovalores nos permite
realizar cualquier enlace con didmetro de orden 1.

Veamos un esquema de cémo afrontar la demostracién de estos teoremas:

e Caso del oscilador arménico. Sea B la bola euclidea centrada en el origen que contiene al
enlace (existente por ser acotado). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que L esta
contenido en el octante positivo de R3, esto es,

LCBN{x; >0,x>0,x3>0}. (3.18)

A continuacién construimos una estructura alrededor de L que nos permite aplicar el teorema
de Cauchy-Kowalewski para encontrar una funcién compleja ¢ definida en un entorno
tubular de L, digamos U, que cumple la ecuacién Ad + ¢ = 0 en dicho entorno tubular de
L. Los detalles de este argumento los posponemos hasta el capitulo 4, donde serd necesario
de nuevo en la prueba de un teorema de realizacién en H := H3(x), el espacio hiperbélico.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U estd contenido también en BN {x; >
0,x2 > 0,x3 > 0}, como el enlace L. Ademds, achicando U podemos suponer que el conjunto
nodal de ¢ es precisamente L, $~1(0) = L.

Recordemos que un subconjunto de R® es simétrico si es invariante bajo la inversion
x — —x, y notemos por —U a la imagen del conjunto U por esta aplicacién. Como U esta
contenido en el octante positivo, U N (—U) = @. Definimos la funcién par ¢ en el conjunto
simétrico U’ = U U (—U) como

p(—x) sixe-U (5-19)

) p(x) sixelU

o) = {

Sea S un subconjunto simétrico, acotado y cerrado de U’ cuyo interior contiene al enlace L.
Por ser U un entorno tubular, es claro que podemos tomar S de forma que su complemento
sea conexo, por lo tanto estamos en condiciones de aplicar el teorema 2.7 y aproximar ¢ por

una autofuncién ¢ del oscilador arménico asociada a un autovalor suficientemente grande.

Por otro lado, debemos comentar que al obtener la funcién ¢ imponemos condiciones para
que la interseccién de los conjuntos de ceros de su parte real e imaginaria sean transversos
sobre L, esto es,

rank (VR (¢(x)), VI (¢(x))) =2, (3.20)

para todo x € L. Esta condicién de transversalidad junto al teorema de isotopia de Thom
[AR67, Teorema 20.2] y la estimacién del teorema 2.7, permiten deducir que existe un difeo-
morfismo ® de R3 de forma que ®(L) sea una unién de componentes del conjunto de ceros
#~1(0). Una vez més, omitimos los detalles de esta construccién.

e Caso del potencial de Coulomb. Comenzamos tomando un difeomorfismo @ de R®

de forma que el enlace transformado Ly := Pp(L) esté contenido en Bg\{0} para algtn
R < Ry = @. Como en el caso anterior, podemos proceder de forma que obtengamos

un problema de Cauchy resoluble por medio del teorema de Cauchy-Kowalewski. Sea ¢
la solucién (compleja) que nos proporciona este teorema, que suponemos definida en un
entorno U de L. Sin pérdida de generalidad, tomamos U suficientemente pequefio para que
se cumpla U C Bg\{0}. Para todo K C U compacto conteniendo a Ly y cuyo complemento
Br\K sea conexo, podemos aplicar el teorema 2.8 y obtener una autofuncién aproximante.

Como sucedia en el caso del oscilador armoénico, la solucién local que hemos construido
cumple una condicién de transversalidad: la interseccién de los conjuntos de ceros de la
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3. Algunas aplicaciones de los teoremas de localizacién inversa estudiados

Figura 3.4.: Dominios nodales de autofunciones de alta energia del laplaciano en la esfera (a
la izquierda) y en el toro (a la derecha). Imagenes extraidas de [dL18], cortesia
de Francisco Javier Torres de Lizaur

parte real e imaginaria de ¢ en Ly es transversa. Esta propiedad junto con el teorema de
isotropia de Thom nos permite, de nuevo, deducir la estabilidad estructural de Ly y, con ello,
encontrar el difeomorfismo ® de R® nos da el resultado. La tltima implicacién no es nada
trivial pero de nuevo remitimos al lector interesado en los detalles al articulo ya mencionado.

3.5. Autofunciones del Laplaciano en el toro y la esfera con
conjuntos nodales de topologia complicada

Los teoremas de realizaciéon que se pueden probar con estas técnicas no se restringen solo al
caso de nudos y enlaces; subvariedades con dimensién mayor que uno también pueden ser
objeto de esta clase de problema. En [EPSdL21] Enciso, Peralta-Salas y Torres de Lizaur han
establecido la existencia de autofunciones con alta energia del Laplaciano en la esfera S% o el
toro plano T? (donde exigimos d > 3) con conjuntos nodales difeomorfos a una subvariedad
dada (no necesariamente un enlace). Mds concretamente, muestran que para una sucesién
de autovalores suficientemente grandes, existen m autofunciones del Laplaciano en $¢ o T¢
con un conjunto nodal difeomorfo a una subvariedad ¥~ de codimensién m prescrita. Para
esta construccién necesitamos suponer que el fibrado normal de T es trivial. Esto significa
que un pequefio entorno tubular de la subvariedad X debe ser difeomorfo a & x R".

Teorema 3.5. Sea X una union finita de subvariedades compactas, disjuntas pero posiblemente
anuladas o enlazadas, con codimension m > 1de 8% 0 T4, d > 3, y con fibrado normal trivial. En
el caso del toro, ademds asumimos que X estd contenida en un subconjunto contrdctil. Si m = 1,
también suponemos que ¥ es conexa. Entonces, para cada entero impar N suficientemente grande hay
m autofunciones {1, . ..,y del Laplaciano con autovalor A = N(N +d — 2) en el caso de la esfera
0 A = N? en el caso del toro, y un difeomorfismo ® de forma que ®(X) sea la unién de componentes
conexas del conjunto nodal ¥, *(0) N... N, (0). Ademds, ®(Z) es estructuralmente estable.

Como es conocido [Mas59] que toda subvariedad orientada de codimensién uno o dos en
59 o T tiene fibrado normal trivial, los dos siguientes corolarios son inmediatos.

Corolario 3.1. Sea X una hipersuperficie en S% 0 T, d > 3, compacta, orientada y conexa. En el
caso del toro, ademds asumimos que X estd contenida en un subconjunto contrdctil. Entonces, para
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cada entero impar N suficientemente grande existe una autofuncion  del Laplaciano con autovalor
A = N(N+d —2) en el caso de la esfera 0 A = N? en el caso del toro, y un difeomorfismo ® de
forma que ®(X) es una componente conexa del conjunto nodal conjunto p=1(0). Ademds, (L) es
estructuralmente estable.

Corolario 3.2. Sea X una union finita de subvariedades compactas, disjuntas pero posiblemente
anuladas o enlazadas, con codimensiéon m = 2 de 8% o T9, d > 3. En el caso del toro, ademds
asumimos que X estd contenida en un subconjunto contrdctil. Entonces, para cada entero impar
N suficientemente grande existe una autofuncion { complejo-valuada del Laplaciano con autovalor
A = N(N+d—2) en el caso de la esfera o A = N? en el caso del toro, y un difeomorfismo ® de
forma que ®(X) es una componente conexa del conjunto nodal conjunto p=1(0). Ademds, (L) es
estructuralmente estable.

La prueba del més general de estos teoremas es tal y como esperarfamos (en vista de los
teoremas estudiados en este capitulo): tras tomar X’ la representacion en coordenadas nor-
males de un reescalado adecuado de ¥, nos apoyamos en un resultado de realizacién para la
ecuacién de Helmhotz en IR™ y el teorema de localizacién inversa 2.1 o 2.3, respectivamente.
Mas concretamente, se demostr6 en [EPS13a, Teorema 1.3] si m > 2 y en [EPS13a, Obser-
vacion A.2] si m = 1, que existe una onda monocromatica R"-valuada ¢ = (¢1,...,¢m),
cumpliendo A¢ + ¢ = 0 en R?, y un difeomorfismo ®; (cercano a la identidad) de forma que
®;(X') es una unién de componentes conexas del conjunto nodal ¢ Lo)n...n¢,0). Las
hipétesis adicionales son meras «correcciones» técnicas para asegurar la estabilidad estruc-
tural; ademas, la construccién en [EPS13a] también asegura que se cumple la condicién de
regularidad rank(V¢y, ..., V¢, ) = m en cada punto de ®;(X'), de forma que es un conjunto
nodal estructuralmente estable de ¢ por el teorema de isotopia de Thoms [AR67]. De esta
forma, emulando los pasos ya comentados en secciones previas, probamos el resultado.
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4. Localizacion inversa en el espacio hiperbélico

En el capitulo que comienza recogeremos algunos resultados muy recientes
que se deben a A. Enciso, D. Peralta-Salas y la autora y que emulan a aquellos
comentados en las secciones 2.3 y 3.4 situados, en esta ocasion, en el contex-
to del espacio hiperbélico 743 (x) con curvatura —«> muy pequefia. Concre-
tamente, demostraremos teoremas de localizacion inversa para la ecuacion
de Schrodinger en este espacio de curvatura constante negativa con los po-
tenciales de Coulomb y del oscilador arménico; a continuacion aplicaremos
estos resultados a sendos problemas de realizacion. La teoria recogida en este
capitulo se encuentra en preparacion para su posible publicacion.

4.1. Elespacio hiperbélico H" (k)

El 4tomo de hidrégeno en la geometria esférica de S° fue estudiado por primera vez por
Schrodinger [Sch4o] en 1940 y analizado por Infeld [Inf41] y Stevenson [Ste41]; algunos afios
después, Infeld y Schild [IS45] obtuvieron el espectro de este sistema en un «universo abierto
de curvatura constante negativa» (el espacio hiperbdlico H := #?3(x)). Por otro lado, el
oscilador en la esfera o en un espacio hiperbélico se puede ver como una generalizacion
del conocido oscilador cldsico unidimensional no lineal de Mathews y Lakshmanan [MLy4].
Recientemente, las caracteristicas de los dos potenciales centrales fundamentales (el problema
del oscilador y el de Kepler, también llamado de Kepler-Coulomb) en espacios curvados han
atrafdo gran cantidad de interés. Aunque principalmente utilizados en espacios euclideos,
estos sistemas también tienen una longeva historia en espacios curvos, especialmente aquellos
de curvatura constante como el que vamos a considerar en este capitulo.

En lo que sigue nos vamos a centrar en una de las variedades riemannianas clasicas
con curvatura seccional constante (negativa, en este caso): el espacio hiperbélico H4 (k) con
curvatura igual a —«x? para x > 0. Consideramos un sistema no lineal de dimensién d descrito
por un hamiltoniano del tipo

d d 2 d
H=Y pi+« (l; xiPz‘) +V) = A+ ) Y-k Y RV, (4

i=1 i=1 1<i<j<d

donde estamos tomando las unidades de forma que 2m = 1, Jij = xipj — xjpi denota una

componente del momento angular y r> = 2?21 x? variando entre (0, +c0). Para el poten-

cial V(r) elegiremos a veces el potencial de Kepler-Coulomb en el espacio hiperbélico (en
ocasiones abreviado como KCH),

Vi(r) = cVK2 + 7172, (4.2)
y en otras ocasiones el oscilador arménico en el espacio hiperbélico (abreviado como OAH),

(1 +xP)r?

Vo(r) = <22z 4-3)
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4. Localizacion inversa en el espacio hiperbdlico

El Hamiltoniano resultante se puede interpretar como el correspondiente a un oscilador
arménico o a un problema de Kepler-Coulomb en H%(x).

Se sabe que las coordenadas apropiadas para el estudio de potenciales centrales son las
coordenadas hiperesféricas; desde el punto de vista intrinseco la coordenada radial p mide
la distancia a lo largo de las geodésicas que parten de un punto arbitrariamente elegido O, el
origen, mientras que las coordenadas angulares miden el dngulo entre esta geodésica y una
de referencia fijada que pasa por O. En lo que sigue, y para facilitar los célculos, haremos el
cambio de variable r = M La ecuacién de Schrodinger correspondiente es separable en
estas coordenadas y da lugar a la ecuacién radial

2 _ 2.2 —
(—(1+K21’2)dz _dzirddr)d M=) |y —E> R(r) =0,  (44)

dr T dr r2

donde! =0,1,2,....

Tanto por su facilidad como por los resultado que probaremos a continuacién nos intere-
sara especialmente el caso de dimensién d = 3, en el que la métrica de H3(x) = H se puede
escribir en coordenadas polares geodésicas (p, 6, ) como

sinh?(x
gn = dp* + % 8s2/ 4-5)

donde gq> denota la métrica esténdar en S?. Notemos que ahora p es la distancia a lo largo de
una geodésica que une la particula y el origen de nuestro espacio hiperbélico 3—dimensional.
Mediante el cambio de variable r = sinh(xp)x~!, podemos rescribir la métrica en una forma
alternativa que coincide con la comentada para el caso general y que utilizaremos en lo que
sigue:
dr?
g = T aa T g (4.6)

Se sigue inmediatamente que

VTR 1
B =5, (rzm a,u) + = Be, 4.7)

donde Ag> denota el operador de Laplace-Beltrami usual en la esfera (y A, el Laplaciano en
IR?). Notamos entonces que la ecuacién de Schrodinger (A +E — V(r)) u = 0, adopta la

forma -
243 1
(14 x2r%)0,ru + #a,u + 2 Agu+ Eu—V(r)u =0. (4-8)

y reemplazando Ag por sus valores propios, obtenemos el caso particular de 4.4 siguiente:

2,2
+2+3K1’ R’(r)—l(l+1)

1 22R//
(1+x°r)R"(r) p p

R(r)u+ ER(r) — V(r)R(r) = 0. (4.9)

Merece la pena mencionar que los problemas en espacios curvados se pueden ver de for-
ma alternativa como problemas que surgen de la presencia de una masa dependiente de
la posicién (en ingles, position-dependent mass o PD.M.) en la ecuacién de Schrodinger. En
términos de geometria diferencial, el espacio euclideo R es de hecho un caso muy particular
de los espacios de curvatura constante; analogamente, en términos dindmicos, los potencia-
les clasicos bien conocidos (el problema de Kepler, el oscilador arménico y otros sistemas
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4.2. Localizacién inversa en el caso del KCH

relacionados con ellos) se pueden considerar también como casos particulares de sistemas
«curvos» mds generales. Si la curvatura x es introducida como un pardmetro, entonces el
problema es el andlisis de ciertos potenciales en un espacio de curvatura constante x con li-
mite «plano» apropiado. Como muchas funciones diferentes dependientes de x pueden tener
el mismo limite cuando x — 0 debemos exigir que ciertas propiedades fundamentales del
sistema euclideo contintien siendo verdaderas para el sistema «curvado». Por propiedades
fundamentales nos referimos a aquellas relacionadas con separabilidad e integrabilidad. La
clave es que los potenciales a considerar se pueden entender como x—deformaciones del
conocido sistema euclideo y, por ende, el problema euclideo aparece como caso particular
cuando k¥ = 0 en el sistema «curvado».

Esta concepcién de los nuevos potenciales presentados como deformaciones de sus ana-
logos clésicos conduce de forma natural a cuestionarse acerca de problemas de localizacién
inversa similares a los estudiados en la seccién 2.3 planteados, ahora, en este nuevo contexto.
En lo que resta de capitulo enunciamos, demostramos y obtenemos algunas consecuencias de
dos teoremas de localizacién inversa en el ambiente del espacio hiperbdlico: para autofuncio-
nes de la ecuacién de Schrodinger con los potenciales KCH y OAH. Los teoremas presentados
en las secciones sucesivas han sido probados por Alberto Enciso, Daniel Peralta-Salas y la
autora; y se encuentran en preparacién para su publicacién [EGRPSa].

4.2. Localizacion inversa en el caso del KCH

El siguiente teorema de localizacién inversa extiende al teorema 2.8 y su demostracién se
sirve en varias ocasiones de los resultados previos que se pueden encontrar en el articulo
[EHPS18a].

4.2.1. Teorema principal

Teorema 4.1. Consideremos un radio R < /7t/4 y fijemos una constante positiva real €. Suponga-
mos que K es un subconjunto compacto de la bola Bg, que no contiene al origen y cuyo complemento
BRr\K es conexo. Si u satisface la ecuacién

(A+|32c|> u=20 (4.10)

en un entorno U de K, entonces para todo n suficientemente grande y todo x > 0 suficientemente
pequefio (dependiente, en particular, del valor de n) existe una autofuncion complejo-valuada  del
problema de Kepler-Coulomb

2 + 3x2r?

1
(14 x2r%)0pp + I+ = Aqap + Ep + 2V 2 + 129 = 0. (a.11)

2
en el espacio hiperbdlico H>(x) asociada a una energia EX tal que
Y —ulcx<e (4.12)

Antes de entrar de lleno en la demostraciéon del teorema, recogemos algunos hechos
conocidos sobre los autovalores del potencial KCH. Comenzamos tomando x > 0 pequefio a
determinar més adelante. Se ha dedicado gran cantidad de atencién a los autovalores de esta
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4. Localizacion inversa en el espacio hiperbdlico

ecuacién. Es conocido [Que16] que disponemos de una cantidad finita de niveles de energia
dados por

Ef = —— —1*(n* = 1), (4.13)
paran = 1,2,...,nma donde nyms es el mayor entero satisfaciendo la cota nmsx < k12,
Como E}; < 0 para todo n < npy44, son todos ellos autovalores asociados a estados de energia
acotados. El rango de valores admisibles para n viene dado por la normalizabilidad de R,

la parte radial de la autofuncién, con respecto a la medida r2+/1 + x2r2dr en el intervalo de
integracion dado por (0, +00). De esta forma, el espectro queda dividido en dos tramos:

Autovalores C (—oo,k — 2x),

1
Espectro continuo = [K2 — 2K, 00). (4-14)

Usando coordenadas esféricas (7,0, ¢), las autofunciones correspondientes a la energia EJ
pueden venir dadas por

i (1,0, 9) == fy (1) Y1 (6, 9),
() i= Ay v ((r) + 1cr)1_"+l_(”’()71 Pﬁlltll;ini(m)il) (2 (¢*(r) +xr)? — 1) , (4.15)
c(r) == V1 +x2r2.

Aqui A, es un factor de normalizacién que tomamos de la forma

2T —1-1)!
Anl - (n +l)' ’ (416)
y los indices se mueven en el conjunto
0<<i<n-—1, —I1<m<I. (4.17)

Y, son los esféricos arménicos en S? y Pk(“’ﬂ ) son los polinomios de Jacobi (también de-
nominados, polinomios hipergeométricos). Notese que la degeneracién del espacio propio
de cada nivel de energia EX es, al igual que ocurria en el caso euclideo, n? (puesto que
0<I<n—-1y -1 <m <1, de modo que tenemos Z;:Ol 21 + 1 = n? autofunciones lineal-
mente independientes). Como ya sucedia en otras ocasiones, este serd un ingrediente clave
en la demostracion.

Demostracion. Trataremos de llegar al resultado buscado en diferentes etapas de aproxima-
cién. Para esto, un primer paso es utilizar un teorema de aproximacién global en R* para la
ecuacion A@ +2/|x|@ = 0, buscando una tal ¢ arbitrariamente cercana a u en K. Concreta-
mente, el resultado necesario es [EHPS18a, Teorema 3.2.].

Teorema 4.2. Consideremos una bola de radio R < +/7t/4 y fijemos un entero k y una constante real

y positiva €. Supongamos que K es un subconjunto compacto de la bola Br que no contiene al origen
y cuyo complemento Br\K es conexo. Si una funcion ¢ satisface la ecuacion

<A+i>¢=a (4.18)
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en un entorno U de K, entonces para todo N entero suficientemente grande existe una serie finita de

la forma
N 1
¢(r,6,¢) 2 2 ]ﬂﬂ\/glrﬁswylm(grq))/ (4.19)

donde c;,,, son constantes y que aproxima a ¢ en el sentido de que
= llcky<e (4-20)

Merece la pena comentar que, al igual que ocurria en el teorema 2.8, la restriccién existente
sobre el radio R < +/7t/4 se debe al hecho de que el operador A + 2/|x| es no negativo.
Utilizando el teorema citado tomamos la funcién

que aproxime a u, con constantes complejas cj, y un ntimero natural N arbitrariamente
elegido bajo la restriccion N > Ny para un Nj fijo y grande. Sabemos automaticamente que

= [lcyx)< e/4 (4.22)

Para continuar con la prueba centramos nuestra atencién en el hamiltoniano de Coulomb
en el caso euclideo:

(A + |2x| + /\) ¢ =0. (4.23)

Como haciamos en el capitulo 2, denotamos sus valores propios por A, que, como ya vimos
son, A, := —n~2, y recordamos que las autofunciones venfan dadas por

Ui = fnl(")Ylm(Q/‘P)
fut i= Ae /A2 <27> , (4-24)

n

donde0 </ <n—-1,-1 <m <y A, es el mismo valor de antes. Notamos por L{ a los
polinomios de Laguerre asociados y recordamos que la degeneracién de cada espacio propio

con valor propio A, es n?.

Estamos en condiciones de definir la funciéon
Pn = Z Z Clmfnl Ylm(9 Gb) (4.25)
=0m=-1

donde n es un entero grande que fijaremos mds adelante y c;,, son constantes complejas.
Notese que

N I
5 = Jan(v 87))
n— 1K) S Cim = | Y, (4.26)
lon — llcr k) Eo ; I ||< o 1 .
N
Ja141(V8r)

C no— = . (4-27)

I;O f 87’ Cl(K)
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4. Localizacion inversa en el espacio hiperbdlico

Sin més que aplicar el lema 2.4 del capitulo 2, podemos afirmar que existe un natural N’ € N
de forma que para todo n > N’ se cumpla

| pn — ¢’||cl(l<) <e/4 (4.28)

y combinando esto con la ecuacién (4.22) obtenemos
lon —ullcrx) < €/2 (4-29)

para todo n > N’. Llamamos la atenci6n del lector sobre el hecho de que, hasta el momento,
la demostracién del teorema no se aleja del resultado euclideo andlogo 2.8. Para concluir
la demostracién tan solo necesitamos encontrar una autofuncién del problema KCH que
aproxime a ¢,. Para hacer esto, necesitamos un resultado previo.

En el siguiente lema, estudiaremos el limite las autofunciones del problema KCH cuando la
curvatura x se aproxima a cero. Lo que vemos es que las autofunciones del problema KCH se
reducen a las funciones de onda mucho més simples del problema de Coulomb convencional.
Por la simetria radial presente en ambas es suficiente con calcular la aproximacién de sus
partes radiales.

Lema 4.1. Para cualesquiera naturales n y I y 0 < R fijos,

m {| fur = far lcoo,r)= 0 (4-30)
Ademds, esta cota se puede promocionar ficilmente a una acotacion C' y obtener

m {| fur = fa lero,r)= 0. (4.31)

Posponemos su demostracién para mds adelante. Equipados con el lema 4.1, nos dispone-
mos a construir una cierta funcién 1 que retna los requisitos del teorema. Notemos por ¢}
la serie dada por

N 1
Z Z Ctmfg (1) Yim (6, ) = Z Z CtmWpim (7,6, ), (4-32)

=0m=-—1 _

donde N, cj,,, y n son como antes. Para que esta expresién tenga sentido necesitamos asegurar
la existencia de las funciones f)}; ya que no tenemos, en este caso, una cantidad infinita de
niveles de energfa. Por tanto imponemos que x < n~2.

Como K C Bp para cierto R > 0, podemos ver

N
lon = @hllcrz < ) 2 |ctm | [ (Fur = fu) Yimll 1)
1=0m=

N (4-33)
CY I fur = fuillcr
=0

Por el lema 4.1, podemos acotar cada sumando y, al aparecer en cantidad finita, afirmamos

lon — ‘Pﬁ”cl(K) <e€/2, (4-34)
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para cada x > 0 suficientemente pequefo. Junto con (4.29), llegamos a la estimacién

[ = @allcrxy <e (4-35)

El teorema se sigue sin mds que notar que ¢ := @} es una autofuncién del problema KCH
con energfa Ej; y con x > 0 tomado lo suficientemente pequefio. Esto se debe al hecho de
que, como ocurria en el caso euclideo, 7, ~tiene el mismo valor propio que 5, ., por la
dependencia de 7 (y ningtn otro pardmetro) de los niveles de energia. Es decir, esencialmente

es como si tuviéramos «un tinico nimero cuantico». O

4.2.2. Demostracion del lema 4.1

Demostracion. El lema se sigue esencialmente de la relacién asintética entre polinomios de
Laguerre y Jacobi (se puede leer en [Sze39, Formula 5.3.4] o en el apéndice B):

L (r) = lim PP (1-2p7r). (4.36)
B—o0
Recordemos que podemos rescribir los polinomios de Jacobi y Laguerre como funciones

hipergeométricas y funciones hipergeométricas confluyentes (también llamadas en ocasiones
funciones de Kummer), respectivamente.

P}’(la;ﬁ)(z> _ (”:"‘)2131 (-n,l +a+B+ma+l; %(1 — z)) , (4.37)
L,(f‘) (z) := <n : a)M(—n,tx +1,z) =1F(—n,a+1,z). (4-38)

Como el primer argumento de ambas es un entero no positivo, la serie que define las funcio-
nes hipergeométricas es tan solo una suma finita (constltese el apéndice B). Este hecho nos
permite acotar el error de manera uniforme para 0 < r < R a medida que f — oo.

z o Jaa=-1Z21]
}zﬂ (ﬂ, b’C’E) —zFl(ﬂ,C,Z)‘ = c(c—f—l)Zb‘ =0(b™), (439)
uniformemente en Bg; de donde se sigue:

PP (1-2871r) = LV (r) + O(B7Y), (4.40)
uniformemente en Bg. Si tomamos g = —n — % y hacemos notar al lector que O(B~!) =
O(x), entonces estamos en condiciones de obtener

214+1;—n—(nx) 1
P;S—ltl n=(nx)™") (2 (c*(r) +xr)? — 1)

= Pﬁlltli"g) (1 + 4xr + O(Kz))

_(2141;8) 4r 5 (4-41)

_Pnflfl <1_}’lﬁ+O(K ))
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4. Localizacion inversa en el espacio hiperbdlico

Esta cota siendo cierta de forma uniforme en 0 < r < R para cualquier R > 0 fija. Ha sido
clave en el célculo anterior, el desarrollo en serie de Taylor V1 + x2 =1+ %xz +O(x*). Ahora
nos centramos en los términos restantes. Son suficientes algunos coémputos elementales para
obtener la convergencia uniforme siguiente.

—n 14
(\/ 1+ %22 + Kr> T o1t 0wy (4-42)

-1/ —1/nx
( 1+x2r2 + rK) " (1 + % -nK + O(Kz)) =e "+ O(x). (4-43)

Efectivamente, de nuevo por el desarrollo en serie de Taylor v1+xZ = 1+ %xZ +0(x%),
obtenemos

—n41+1 —nt1+1
( 1+K21’2+K7’) ! = (1+KT+O(K2)) ! = 1 —— =1+ 0(x),
(1+0(x))
(4-44)
donde hemos utilizado el desarrollo del binomio de Newton; y por otro lado,
-1/ —1/nx
(\/1+K21’2—|—7’K) - (1+%-HK+O(K2)) =" 4 O(k), (4-45)
donde nos hemos servido de la definicién como limite de la funcién exponencial.
Llegados a este punto, (4.30) se sigue autométicamente:
— .y -1
f:;l(r) — A A (ck(r) _._Kr)lanf(nK) 1PVEEIIJ:11, n—(nx) ) (2 (CK(r) _ Kr)z _1
(4-46)

_ 2r
= Ay r /M L2 (n) +O(x) = fu(r) + O(x),

uniformemente en 0 < r < R.

Finalmente, nos servimos de conocidas férmulas de derivacién para los polinomios pro-
tagonistas ([Sze39, Formula 4.21.7] y [ASR88, Formula 22.8.6]) y las reglas habituales de
derivacién para mostrar que

% F(r) = % fui(r) + O(x), (4-47)

de nuevo, uniformemente para 0 < r < R. Uniendo esto a la aproximacién que ya tenfamos,
inmediatamente se sigue 4.31 y concluimos la prueba. O

4.2.3. Un corolario de realizacion

Como sucedia en otros ambientes, la propiedad de localizacién inversa demostrada permite
resolver un problema de realizacién, en esta ocasion, en H3(x). Para enunciar y demostrar
el siguiente resultado conviene considerar el espacio H>(x) como una variedad difeomorfa
a RS que se diferencia de esta en la métrica considerada. De este modo, al embeber Sl en
H3(x) y en R3 no obtenemos clases de nudos diferentes.

Corolario 4.1. Sea L cualquier enlace finito en R3. Entonces para todo n suficientemente grande
y todo x > 0O suficientemente pequefio (dependiendo también del valor de n) existe una autofuncion
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<

Figura 4.1.: Cada una de las componentes Ly, a4, junto con una de las superficies construidas

Y} (j =10 j=2)y el entorno tubular W,. Imégenes creadas y cedidas por Irene
Ramiro Loépez.

compleja  del problema de Kepler-Coulomb

2 + 3x2r2

(1+ K2r2)8,,1,b + p

1
0+ Aayp + Ep+2Vk? + 1729 = 0. (4.48)
en el espacio hiperbdlico H3(x) asociada a una energia EX y un difeomorfismo ® de R® de forma que
®(L) sea una unién de componentes conexas del conjunto de ceros de .

Demostracién. Comenzamos tomando un difeomorfismo de R3, ®j de forma que el enlace
transformado Ly := ®((L) esté contenido en Bg\{0} para algun R < /7t/4. Por el teorema
de aproximacién de Whitney podemos perturbar ligeramente si es necesario y suponer, sin
pérdida de generalidad, que Ly es una subvariedad analitica real de R3.

Sean Ly, paraa =1,2,..., M, las componentes conexas de Ly (que no son mas que curvas
cerradas embebidas en R3). Construimos superficies =}  Bg\{0} y X2 C Bg\{0} que se
intersecan transversalmente en L ,. Esto se puede conseguir considerando una submersién
analitica @, : W, — R, donde W, es un pequefio entorno tubular de Lo, y ®;1(0) = L.
Recordemos que la aplicaciéon @, se dice que es una submersion si el rango de la diferencial
(DOy)y es igual a 2 para todo x € W,. La existencia de una tal submersion estd garantizada
porque toda curva cerrada en IR® tiene fibrado normal trivial. En este contexto, las superficies
se pueden tomar como X} := @;1((—1,1) x {0}) y 22 := @, 1 ({0} x (—1,1)), por lo que son
pequefios cilindros embebidos en W;. En 4.2.3 se puede ver un esquema de las construcciones
comentadas en este parrafo.

Para b = 1,2, consideramos ahora el problema de Cauchy

2
ALt 9 =0 @al, =0 dugi|, =1 (4-49)

5
donde d, denota una derivada normal en la superficie relevante. Dado que las ecuaciones
son analiticas en el interior de Bg\{0} podemos aplicar el teorema de Cauchy-Kowalewski
[Taoo6] para obtener soluciones en la clausura de pequefios entornos de cada superficie
»! c UL. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U? C Bg\{0} y que los entornos
tubulares U} N U2 de Ly, son disjuntos.
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4. Localizacion inversa en el espacio hiperbdlico

Ahora tomamos la unién de esos entornos tubulares,

M
u:= U ul nuz, (4-50)

a=1

y definimos una funcién compleja ¢ en el conjunto U como
2
¢|u&mug T (PLZ + Z(Pll' (451)
Por construccién ¢ tiene las propiedades siguientes:

1. Satisface la ecuacién A¢ + %(]) = 0 en el entorno tubular U de Lo,

2. tomando U lo suficientemente pequeno, su conjunto nodal es precisamente Ly (es decir,

¢~1(0) = Lo), y

3. la interseccién de los conjuntos de ceros de la parte real e imaginaria de ¢ en Ly
es transversa, i.e. rank(VR(¢)(x), VI(¢)(x)) = 2 para todo x € Ly. Esta es una
consecuencia inmediata de los datos de Cauchy utilizados para construir ¢ y del
hecho de que X! y X2 tienen interseccién transversa.

Si denotamos por K C U a un conjunto compacto conteniendo a Ly y cuyo complemento
BRr\K sea conexo, podemos utilizar el teorema 4.1 (tomando como u la funcién ¢ que hemos
definido en K C U) para obtener una autofuncién del problema KCH ¢ que cumpla

Y =¢llck<e (4-52)

El punto 3. y el teorema de isotopia de Thom [AR67] aseguran que el enlace Ly es estructu-
ralmente estable. Podemos, por tanto, escoger € > 0 lo suficientemente pequefio para que
exista un difeomorfismo ®; de R3® de forma que ®1(Lp) sea una unién de componentes
conexas del conjunto ¥~1(0). Ademads, podemos suponer que ®;(Ly) C Bg\{0} y este es
estructuralmente estable porque la proximidad en norma C!(K) entre ¢ y ¢ implica que
rank(VR(¢)(x), VI()(x)) = 2 para todo x € ®1(Lp). El resultado se sigue de tomar
® := Py 0 &y. Por ser R? difeomorfo a H3(x), sin mas que componer con un nuevo difeo-
morfismo @, podemos encontrar el enlace realizado en H>(x), la clase de nudo de &, (®(L))
en 13 (x) sera la misma que la de ®(L) en R3. O

4.3. Localizacion inversa en el caso del OAH

Tras todo el camino recorrido no es de extrafiar que exista una propiedad de localizacién
inversa andloga en el caso del OAH. Este resultado ha sido de igual forma probado recien-
temente por Alberto Enciso, Daniel Peralta-Salas y la autora, y se encuentra en preparacién
para su posible publicacién [EGRPSa]. Como hemos hecho en la seccién anterior, comenza-
mos recordando qué forma adoptan las autofunciones de este operador, las cuales son bien
conocidas [Que16]. El hamiltoniano del oscilador arménico es H3(k) para « > 0 pequefio y
fijo es

2 + 3x2r? 1 (1+x2)r?

(1+ %) 99 + — 0+ 5 Aoy +EYp+ Tz v =0 (4.53)
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De nuevo, nos encontramos con una cantidad finita de niveles de energfa dados por
K= (4n+214+3) —k22n+1+1)> (4.54)

paran = 0,1,2,...,1max v I = 0,1,2,...,Inmsx donde nimax v Imax son los mayores enteros

satisfaciendo 74y + maxﬂ < ﬁ De nuevo, la cantidad finita de autovalores aumenta a

medida que hacemos tender x a cero y el rango de valores admisibles viene dado por la
normalizacién de la parte radial de i con respecto a la medida 2v/1 + r2x2dr en (0, +-00). En
coordenadas esféricas (r, 6, ¢) las autofunciones correspondientes a la energia Ef; son

lpnlm(r 6, ‘P fnl( Ylm(9 4)
F(r) i= Ay ()" (l+1/2 —x2-1/2) (
K (r) == 1+ K22,

Aqui A, es un factor de normalizacién que tomamos de la forma

1+ ZKZTZ) , (4-55)

-1
Anl:2<\/4n+21+3) [(n+1+3/2) (456)

VT 2 n!

y, fijado [, tomamos —I < m < I.

o) PO o, . . . .z
Y}, son los esféricos arménicos en S? y Pk( P) son los polinomios de Jacobi. La degeneracién

del espacio propio asociado a E}; es al menos del orden de

! I
2n+1+ 1)2(2n +1+2) (457)

Para comprobar esto basta recordar que asi era en el ambiente euclideo y observar que,
siguiendo la notacién del capitulo 2, si Ay = 4n+ 21+ 3 = Ay = 4n’ 421’ 4 3, entonces
se tiene que 21 4| = 21’ + 1y, como consecuencia inmediata, EX, = E¥,,. Asi, para valores
grandes de n y I, los espacios propios tendrdn dimension suficientemente alta. Esto, como
ya sabemos, es clave en la demostracién de resultados de localizacién inversa como el que
enunciamos a continuacion.

4.3.1. Teorema principal

Teorema 4.3. Consideremos un niimero real positivo €, U un subconjunto abierto y acotado de R® y
S C U cualquier subconjunto cerrado y simétrico de U con complemento R3\S conexo. Si u es par y
satisface la ecuacion de Helmholtz

Au+u=0 (4.58)

en U, entonces para cualquier natural n suficientemente grande y cualquier x > 0 suficientemente
pequefio (dependiente, en particular, del valor de n) existe una autofuncion complejo-valuada 1 del
problema de OAH

2 + 3x2r? 1 14+«
(1+&2r2)dntp + fa P+ 3 5 Aq2p + E¢p + <+72)21P (4-59)
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en el espacio hiperbélico H> (k) asociada a una energia EX; = (4n + 21+ 3) — k2(2n +1+1)? =

nl T
App — 1220+ 1+ 1) tal que
19/ VAu) —u) [erg < e (4.60)

Observacion 4.1. Comparando este enunciado con su andlogo euclideo 2.7 puede llamar la
atencion del lector el hecho de que el factor de reescalado no es ya la frecuencia de la auto-
funcién. Esta peculiaridad es tinicamente un detalle técnico que facilita la demostracion del
resultado. Como el orden de EJ; /A, = 1+ O(x?), estariamos introduciendo una modifica-
cién despreciable en caso de considerar ¢(-//EF;) en lugar de ¢(-/+/A,;) que no afectaria
a la veracidad del enunciado (si bien si a su prueba).

Demostracién. El primer paso en la demostracion es construir una solucién global ¢ de la
ecuacién de Helmholtz en IR® que aproxime a la solucién u dada por hipétesis en el conjunto
S y que siga siendo par. Este teorema de aproximacién global se podria enunciar como sigue.

Lema 4.2. Consideremos un abierto acotado U de R® cualquiera y fijemos un entero k, una constante
real y positiva € y un subconjunto S C U cerrado, simétrico y con complemento R3\ S conexo. Si una
funcién ¢ satisface la ecuacion

(A+1)p=0, (4.61)

en U y es par, entonces para todo N entero suficientemente grande existe una serie finita de la forma

¢(r.0,9): Z Z Ctmfi()Yim (6, ), (4.62)

=0m=—I

donde cy,,, son constantes con cy,, = 0 para todos los | impares (en particular, ¢ es par) y que aproxima
a @ en el sentido de que

=@ llcks)<e (4-63)

La argumentaciéon para demostrar este lema se puede leer en detalle en [EHPS18b]. Asi
mismo, referenciamos al lector al capitulo 5 de esta misma memoria, donde se demuestra
un resultado de aproximacién global similar en el contexto del espacio H3(x) siguiendo los

mismos pasos (claro estd, con algunas diferencias técnicas). Gracias a este lema, construimos
la funcién

N
¢(r,0,9): Z Z Ctmfi()Yim (6, ), (4.64)
1=0m=—1

aproximando u en S, definida en todo R® y con los coeficientes elegidos de tal forma que sea
par (ci; = 0 para I impar). Aqui N es un ntmero natural arbitrariamente elegido siempre
que se tenga N > Ny para un Nj fijo y grande. Tomaremos esta ¢ de forma que

| u—¢ llcrs)<e/4 (4.65)

A continuacién, desviamos nuestra atencion hacia la ecuacién del oscilador arménico en
el espacio euclideo ¥ = 0. Como ya vimos en el capitulo 2, esta adopta la forma

— AP+ |x[P9 = Ao (4.66)
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en IR3. Tomaremos una base formada por las funciones
2
wnlm(rr 0, GD) =e " /271L51+1/2 (72) Ylm(e/ q))/ (4-67)

donde L{, son polinomios de Laguerre, los indices se mueven en los conjuntos
n>0,1>0 —-I<m<], (4.68)
y el autovalor correspondiente a ¢, es
Ay i=4n+ 21+ 3. (4.69)

La degeneracién del correspondiente espacio propio es 5 (2n +1+1)(2n+ 1+ 2). Tomamos
1 un entero grande que sera fijado mds adelante y al que, en particular, le pedimos que sea
mayor que N /2. Para cada entero par [ menor que 21 definimos

fpi=n—1/2, (4.70)
de forma que el autovalor del hamiltoniano euclideo
A=A =40 +3 (4.71)

no dependa de la eleccién de [. El siguiente paso para alcanzar nuestro objetivo es definir la
funcién

o ﬁ ZI: sz N Clm ,—12/2 1L1+1/2 2)y, (o
Pn = nllm 12() 2[ Anle r lm( /(P)r (4'72)
1=0m=-1 m= 1

para un entero 7 suficientemente grande y para c,; las constantes complejas de que disponia-
mos. Aqui, de nuevo,

-1
A," A
Ay = —— ( 2"”) Ly +1;l:r3/2)~ (4.73)
Llamamos la atencién del lector sobre el hecho de que, por construccién, ¢; es una funcién
complejo-valuada, diferenciable y que pertenece a L?(IR?). Ademas, es una autofuncién del
oscilador armoénico (es decir, satisface (4.66)) con autovalor Ay = A = 47 + 3. Para dar este
paso ha sido clave la paridad de ¢ que nos permitia tomar c;,, = 0 para todos los | impares
(imprescindible puesto que el nimero 7; solo es entero cuando [ es par).

El lema 2.2 enunciado en el capitulo 2 (que se puede encontrar demostrado en [EHPS18b])
nos permite estudiar el comportamiento asintético de las autofunciones del problema eucli-
deo y proporcionar la estimaciéon

‘4’7‘1(

para todo 71 > N’ para un cierto N’ € N suficientemente grande; y combinando esto con la

i) < €/4 (4.74)

/) = §0)
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ecuacion (4.65) obtenemos

|ea(-/vAR) = u()|

<e€/2 .
i / (4.75)
para todo 7 > N’. Como sucedia en el caso del problema de KCH, de momento la de-
mostracion del teorema no se aleja del resultado euclideo andlogo 2.7. Para terminar, tan
solo necesitamos encontrar una autofuncién del problema OAH que aproxime a ¢;. Esto lo
conseguiremos por medio del siguiente lema de aproximacién para curvatura casi nula.

Lema 4.3. Para cualesquiera naturales n y I y 0 < R fijos,
lim || Aye"/2 ZLIH/Z( ) fur llcoo,ry=0- (4.76)
xk—0
Ademds, esta cota se puede promocionar ficilmente a una acotacion C' y obtener
: r2/2,1714+1/2
tim | Aye™" 2 L2 () = £ ooy = 0. (477)

Su demostracién queda relegada a la siguiente seccién, mas lo utilizaremos para construir
una cierta funcion ¢ que retina los requisitos del teorema. Notemos por ¢f la serie finita
dada por

9 (r0,0) 2 y < LYo (6,9) = 2 > A0 79

Zom—14 =0 m=—1I

donde N, ¢, Ay y 7 son como antes. Para que esta expresioén tenga sentido necesitamos
asegurar la existencia de las funciones f;‘l ; Ya que no tenemos, al tomar curvatura x > 0, una
cantidad infinita de niveles de energfa. Por tanto imponemos una restriccioén sobre el tamafio
de x, concretamente, 71 + % < ﬁ Es decir, k> < (22 4+ N + 1)1

Es importante el hecho de que la funciéon lpgl 1 €8 una autofuncién del hamiltoniano del
OAH asociada a la energfa Ef | = (47 +21+3) — K2(2f +1+1)? = (47 +3) — k(271 +1)% que
es independiente de [ una vez mas. Por ello, la funcién ¢¥ es una autofuncién propiamente
hablando del oscilador generalizado (y no solo un spectral cluster) asociada a la energia
Ef = (47 +3) — k(2 +1)% = Ay — k(27 4+ 1)%.

Como S C Bpg para cierto R > 0 por ser acotado, S/v/Ay := {x//As : x € S} estd
contenido en B, 71—y podemos ver que

H(Pﬁ('/\//\» - Z(/\/>) =||<Pﬁ—<P% (5/VA3)
N 2
g l;() ;l Clm H( —r /2 lLl+1/2( ) fn;l> ‘ 1((O,R/m)) (479)

N
< Cl;)He—rz/z 1L1+1/2( ) faut | ORIV

Por el lema 4.3, podemos acotar cada sumando y, al aparecer en cantidad finita, afirmamos

|oa(-/v/30) = g5

1(s) <e€/2, (4.80)

72



4.3. Localizacién inversa en el caso del OAH

para cada x > 0 suficientemente pequefio. Uniendo esta informacién con (4.75), llegamos a

la estimacion
()= @5/ VAR)

El teorema se sigue sin mds que notar que ¢ := ¢} es una autofuncién del problema OAH
con energia Ef y con x > 0 tomado lo suficientemente pequefio. O

(4.81)

< €.
Ci(s)

4.3.2. Demostracion del lema 4.3

Demostracion. La misma relacién asintética entre los polinomios de Laguerre y de Jacobi
usada en la demostracién del lema 4.1 va a ser la pieza clave en esta ocasién [Sze39, Formula
5-3-4]:
LY (r) = lim PP (1 - 2ﬁ—1r) . (4.82)
B—ro0

Recordemos que hemos acotado el error a medida que p — .

PP (1-287r) = LV (r) + O(B7), (4:83)
uniformemente en Bg. Si tomamos § = —x 2 — 1/2 y hacemos notar al lector que O(~!) =

O(x?), entonces estamos en condiciones de obtener

14+1/2,—x2-1/2
P;SJF/ K /)(

1+ 2K21’2)

_ (1+1/2;ﬁ)( » 1 )
= p! 1-2r
1/2+ 8 (4.84)

=P (12787 1 O(p72))
= {2 (rz) + O(x?).

Esta cota siendo cierta de forma uniforme en 0 < r < R para cualquier R > 0 fija. Ahora nos
centramos en el término restante. Son suficientes algunos célculos elementales para obtener
la convergencia uniforme que sigue

2
(\/ 1+ K27’2> o + O(x?); (4.85)

usando el desarrollo en serie de Taylor 1+ x2 =1+ %xz + O(x*), obtenemos

-2 2 —n

(Vi) " = (1 ol o(#)) . (1 L o(ﬂ)) _ e o),

2n
(4.86)
donde n = x 2.
Llegados a este punto, (4.76) se sigue autométicamente:
2 2
5 = Ay ! (\/1 + K21’2) " Pn(lﬂ/z' Ki-172) (1 +2K21’2)
(4.87)

= A, rle1?/2 LSIZH/Z) (r2) + O(Kz),
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uniformemente en 0 < r < R.
Finalmente, nos servimos de conocidas férmulas de derivaciéon ([Sze39, Formula 4.21.7] y
[ASRS8S8, Formula 22.8.6]) y las reglas habituales de derivacién para mostrar que

d d 2 1+1/2
hn(n) = (A ' e 2 LIVD () + O(), (4.88)
de nuevo, uniformemente para 0 < r < R. Uniendo esto a la aproximacién que ya tenfamos,
inmediatamente se sigue (4.77) y concluimos la prueba. O

4.3.3. Un nuevo resultado de realizacion

Al igual que en la seccién 3.4, vamos a sacar provecho de este teorema para proporcionar un
resultado de realizacién como los ya vistos.

Corolario 4.2. Sea L cualquier enlace finito en R3. Entonces para todo n suficientemente grande
y todo x > O suficientemente pequefio (dependiendo también del valor de n) existe una autofuncion
compleja 1 del problema de OAH

(1+ K2r2)arr¢ +

2 + 31272 1 1+ x2)r?
—_— 3 ( ) P =0. (4-89)

" arlp+ 2 A$21P+EIIJ+ 71 +K272

en el espacio hiperbolico H3(x) asociada a una energia EX; = (4n+2143) —x*(2n+1+1)* =
At — €2(2n + 1 +1)? y un difeomorfismo ® de R3 de forma que ® (L) sea una unién de componentes

conexas del conjunto de ceros de . Ademds, el enlace ®(L) es estructuralmente estable para .

Demostracion. Sea B una bola euclidea centrada en el origen que contiene al enlace L. Po-
demos suponer, sin pérdida de generalidad, que el enlace L estd contenido en el octante
positivo de R3, esto es,

LcBN{x; >0,x>0,x3 >0}. (4.90)

Por el teorema de aproximacion de Whitney podemos perturbarlo ligeramente si es necesario
y asegurar que L es una subvariedad analitica real de R3.

Sean L, paraa = 1,2,..., M, las componentes conexas de L (que no son més que curvas
analiticas cerradas embebidas, i.e. sin autointersecciones, en IR?). Vamos a intentar escribir
cada L, como la interseccién transversal de dos superficies. Construiremos estas superficies
¥l € By X2 C B que se intersecan transversalmente en L,. Esto se puede conseguir
considerando una submersién analitica @, : W, — R, donde W, es un pequeiio entorno
tubular de L, y ®,1(0) = L,. Recordemos que la aplicacién @, se dice que es una submersién
si el rango de la diferencial (D®,), es igual a 2 para todo x € W,. La existencia de una tal
submersién estd garantizada porque toda curva cerrada en R? tiene fibrado normal trivial.
En este contexto, las superficies se pueden tomar como X} := @, 1((—1,1) x {0}) C W, y
£2:=0,1({0} x (=1,1)) C W,, por lo que son pequefios cilindros embebidos en W,. Como
@, es una submersién, estas superficies se intersecan de forma transversal en L, = X} N X2.

Para b = 1,2, consideramos ahora el problema de Cauchy

Apa+ o =0, ¢4l , =0 dugg| , =1 (4.91)

donde 0, denota una derivada normal en la superficie correspondiente. Dado que las ecua-
ciones son analiticas en el interior de B podemos aplicar el teorema de Cauchy-Kowalewski
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para obtener soluciones en la clausura de pequefos entornos de cada superficie X2 C UZ.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que estos entornos son lo suficientemente
pequefios para que U? C B y que los entornos tubulares correspondientes a componente
distintas U} N U? de L, son disjuntos.

Ahora tomamos la unién de esos entornos tubulares,

M
u:=\Junu;, (4-92)

a=1

y definimos una funcién compleja ¢ en el conjunto U como

Por construccion ¢ tiene las propiedades siguientes:

1. Satisface la ecuacién A¢ + ¢ = 0 en el entorno tubular U de L. Podemos suponer
sin perder generalidad que U también estd contenido en el octante positivo B N
{xl >0,x >0,x3 > 0},

2. tomando U lo suficientemente pequefia, su conjunto nodal es precisamente L (es decir,
¢ (0)=1)y

3. la interseccién de los conjuntos de ceros de la parte real e imaginaria de ¢ en L es
transversa, i.e. rank(VR(¢)(x), VZ(¢)(x)) = 2 para todo x € L. Esta es una conse-
cuencia inmediata de los datos de Cauchy utilizados para construir ¢! y del hecho de
que ) y Y2 tienen interseccion transversa.

Recordemos que un subconjunto de R® se dice simétrico si es invariante bajo la inversién
x — —x. Denotamos por —U a la imagen por la inversién del conjunto U. Como U esta
contenido en el octante positivo, U N (—U) = @ y podemos definir el conjunto simétrico
U':=Uuu(-U)y la funcién par

s e(x) ifxel
¢ (x) = { b(—x) ifxe—U (4.94)

Por construccion ¢’ satisface la ecuaciéon de Helmholtz, A¢’ + ¢’ = 0 en U’, y su conjunto
nodal consta de L y su imagen por la inversién, —L. Llamemos S a un subconjunto cerrado y
simétrico de U’ que contenga a L en su interior; estamos en las condiciones necesarias para
aplicar el teorema 4.3 (tomando como u la funcién ¢’ que hemos definido en U’) para obtener
una autofuncion del problema OAH ¢ con energfa EX; = (4n 421+ 3) — k*(2n +1+1)? =
App — x2(2n + 1+ 1)? tal que

19/ Aw) = ¢'() llcrs) < e (4.95)

Podemos escoger € > 0 lo suficientemente pequefio para que la funcién ¢(-/+/A,;) tenga
una coleccién de componentes conexas en su conjunto nodal {y(-/+/A,;) = 0} dada por el
enlace ®, o ®{(L), donde @, es un difeomorfismo de R3 y &, o ®;(L) esté contenido en B.
El punto 3. y el teorema de isotopia de Thom [AR67] aseguran que el enlace @, o ®;(L) es
también estructuralmente estable para la funcién . Esto explica que exista un difeomorfismo
®; de R3 dado por el reescalado ®3(x) := x/+/A,; de forma que el enlace reescalado @3 o
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P, o P;(L) es unioén de componentes conexas estructuralmente estables de ¥. El resultado
se sigue de tomar ® := &3 o ®, o P;. Por ser R® difeomorfo a H3(k), sin mas que componer
con un nuevo difeomorfismo ®, podemos encontrar el enlace realizado en H>(x), la clase de
nudo serd la misma que la de ®(L). O

4.4. Algunas cuestiones sugerentes

Observacién 4.2. ;Qué pasa en dimensiones mads altas? ;Y con la paridad?
En vista de los comentarios hechos en el capitulo 2, es natural preguntarse qué importancia
real tienen las hipétesis sobre la paridad en el teorema 4.3 y sobre la dimensién en 4.3 y 4.1.
En el caso del oscilador, la hipétesis hecha sobre la paridad de la funcién puede ser
remplazada por la de que ¢ sea impar. Esto se debe, como ya comentamos, a la paridad de
los esféricos arménicos que se traduce en una paridad establecida para las autofunciones
* 1 Asi, bajo la hipétesis contraria (impar) somos capaces de demostrar el mismo resultado.
Por otro lado, en ambos casos las aproximaciones utilizadas siguen siendo ciertas para otras
dimensiones d,q € IN, RY — R7. Para demostrar estas extensiones serd necesario disponer
de una base de las funciones propias en dimensién genérica, pero estas son conocidas y
se pueden encontrar, por ejemplo, en [Que16]. La prueba entonces dista poco de las aqui
recogidas. Para deducir resultados de realizacién adaptados a este nuevo contexto tenemos
que cuidar la hipétesis sobre la transversalidad. Los detalles técnicos se reducen a los mismos
que encontrabamos en el caso euclideo y se pueden leer en [EHPS18b] o en el capitulo 2.

Observacién 4.3. ;Por qué no son triviales estos resultados?

Con la interpretacién ya hecha de la curvatura x como una perturbacién pequefia del
operador a considerar en cada caso, es casi inmediato (y bastante intuitivo) el hecho de que
las autofunciones del operador perturbado van a converger a las del caso euclideo cuando
x — 0. Lo que no es trivial es que los autovalores que coinciden en el caso ¥ = 0 para
diferente ntimeros cudnticos vayan a preservar esta relacion al introducir la modificacién.
Podria darse el caso de que, partiendo de una combinacién lineal de autofunciones todas
ellas asociadas a un mismo autovalor, al introducir la perturbacién « > 0 los autovalores
correspondientes se separasen permaneciendo cercanos pero sin ser exactamente el mismo.
Los problemas considerados a lo largo de esta seccién tiene la propiedad de que la alta
degeneracién y una manipulacién ingeniosa nos permite recuperar una combinacién lineal
de autofunciones del mismo autovalor.

En general, las combinaciones lineales de autofunciones son solo la propia autofuncién.
Maés concretamente, en [Uhl76] K. Uhlenbeck demuestra que, dada una variedad M, para un
conjunto residual de métricas g € G de clase C* diferentes en ella, el operador de Laplace co-
rrespondiente A, solo tiene valores propios con espacios propios de dimensién uno. Estamos
llamando conjunto residual a aquellos que son de segunda categoria, luego intuitivamente
el resultado nos dice que «apenas» podemos encontrar valores propios con multiplicidad
mayor a uno.

Este resultado fue mejorado en [Whi17] por B. White ampliando al caso en que el conjunto
sea C* residual. Es l6gico esperar resultados andlogos para el contexto que estamos conside-
rando: la ecuacién de Schrodinger con distintos potenciales. Asi, en general, la combinacién
de autofunciones serdn de la misma autofuncién y no tendremos libertad suficiente para
probar la propiedad de localizacién inversa. A fecha de hoy, no se ha demostrado un caso
més general que los aqui recogidos.
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Observacion 4.4. ;Qué perspectivas de futuro tenemos?
Una definicién que atina el trabajo de los tltimos capitulos es la siguiente:

Definicion 4.1. Una d—variedad riemanniana IM cerrada se dice que tiene la propiedad de
localizacién inversa si, para cada ¢ : RY — R solucién de A¢ + ¢ = 0 en IRY, para todo € > 0
y para todo k € IN existe un valor A tal que para toda carta normal ® (esto es, de coordenadas
geodésicas normales) y para cualquier autovalor Ay = A? > A existe una autofuncion u;
asociada a la frecuencia Ay tal que

| g0 @A) = () llcrpy < € (4.96)
donde B es una bola euclidea prefijada.

Algunos de los resultados recogidos en este trabajo nos hablan de variedades muy simétri-
cas concretas que satisfacen esta propiedad, como la esfera, el toro o el espacio hiperbélico en
el caso del potencial de coulomb y el oscilador arménico. Seria altamente deseable encontrar
una teorfa sistemadtica para localizacién inversa de autofunciones del Laplaciano. Si bien se
trata de un objetivo ambicioso y que esta atin lejos de cumplirse, si es posible vislumbrar los
que podrian ser los siguientes pasos para obtenerlo.

Un primer objetivo serfa tratar de demostrar que si una variedad cumple una cierta propie-
dad de localizacién inversa «cuantitativa» (que no es cierta en el caso del toro, por ejemplo,
por lo que es més exigente que la propiedad de localizacién inversa arriba descrita) entonces
la variedad ha de ser Zoll. Recordemos qué es esto.

Definicién 4.2. Una variedad riemanniana (M, g) se dice que es Zoll cuando todas sus geo-
désicas son cerradas (en ocasiones se pide también que sean de igual longitud). Una forma
equivalente de verlo es decir que la métrica g es Zoll cuando cumple esta propiedad.

La terminologia se debe al descubrimiento de Otto Zoll [Zolo3] de que S? admitia gran
cantidad de métricas Zoll ademds de la obvia con curvatura constante. Por ejemplo, la Pera
de Tannery proporciona un ejemplo de variedad Zoll en la que todas las geodésicas tienen
la misma longitud y forma de lemniscata (a excepcién, de los meridianos). La importancia
de estas variedades en geometria espectral no es novedosa: las variedades de Zoll aparecen
en andlisis microlocal cuando buscamos variedades en las que la degeneracién del autovalor
es maxima. Esta observacion se debe a Zelditch. Concretamente, en [Zelg6] este autor afirma
que si tienes una variedad que presenta multiplicidad de autovalores médxima en un sentido
cuantitativo entonces la variedad ha de ser Zoll. Nos gustaria ser capaces de ver que si
tenemos una propiedad de localizacién inversa (en cierto sentido) entonces la multiplicidad
serfa mdxima y, por ende, la variedad Zoll. Sin embargo, no esperamos que baste con tener la
sucesion de autofunciones convergente (como ha aparecido en los casos considerados aqui),
sino que necesitamos que exista una relacién entre el tamafio del autovalor y la cantidad
de funciones en la combinacién lineal. Si, por el contrario, la energia que necesito en mis
aproximaciones de Helmholtz estd relaciona con cémo de alto es el autovalor cabria esperar
un resultado en esta direccién. A esta propiedad es a la que llamaremos «localizacién inversa
cuantitativa» y de la que esperamos obtener consecuencias como las comentadas en un
futuro.

Cualquier resultado en esta direcciéon permanece sin demostrar a fecha de hoy y Enciso,
Peralta-Salas y la autora consideran que es un proyecto abarcable que puede proporcionar
buenos frutos.
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En el capitulo que nos atafie enunciaremos, demostraremos y obtendremos
consecuencias de un novedoso resultado de aproximacion global con decai-
miento en el contexto del espacio hiperbdlico Hd(K). A lo largo de todo el
trabajo nos hemos encontrado en numerosas ocasiones en la necesidad de
acudir a un resultado de G.A.D., lo que deja patente la utilidad de este tipo
de teoremas. Es, por tanto, natural que una vez familiarizados con el espacio
HA () tratemos de obtener una propiedad analoga en él. Los resultados que
se recogen en este capitulo se deben a A. Enciso, D. Peralta-Salas y la autora,
y se encuentran en preparacion para su posible publicacion [EGRPSa].

Ya en la seccién 1.3.2 se presento al lector la teorfa de G.A.T. que permite el paso de soluciones
locales a globales (de una cierta ecuacién, habitualmente, eliptica) con un error controlado,
y con un cierto decaimiento para teoria de G.A.D. A lo largo de estas notas ha quedado
patente la utilidad de este tipo de resultados pues han sido necesarios en multiples ocasiones
para concluir el resultado principal de la seccién: habitualmente, para la construccién de
soluciones con conjuntos de nivel prescritos.

Los primeros teoremas de aproximacién global datan de los afios cincuenta. Sus autores,
Lax y Malgrange, demostraron que para algunas ecuaciones diferenciales lineales elipticas
en el espacio euclideo IR?, las soluciones definidas en conjuntos acotados K se pueden apro-
ximar uniformemente por soluciones globales en todo IR? siempre que el complementario de
K en R? sea conexo. Los operadores elipticos para los que demostraron esta aproximacién
(por ejemplo, aquellos de coeficientes analiticos) fueron ampliados a posteriori por Browder,
incluyendo resultados en ciertos espacios de Holder. Pero en ningtin caso son validos pa-
ra aproximacién uniforme en regiones no acotadas ni dan ningtn tipo de control sobre el
crecimiento de las soluciones globales en el infinito. Estos aspectos son fundamentales para
algunas aplicaciones y A. Enciso, M. A. Garcia y D. Peralta-Salas han conseguido probar un
teorema de aproximacién con decaimiento en infinito, que generaliza el posible decaimiento
puntual de las soluciones globales de la ecuacién de Helmholtz [nGF18, Teorema 1.6.]; con-
cretamente se demuestra que la solucién global aproximante u de la ecuacién Au + A%u = 0
decae en infinito como |D%u(x)| < Cu(1+ |x|)¥ para todo multiindice «. Ademas, los
mismo autores han proporcionado algunos resultados de aproximacién para ecuaciones
diferenciales parabdlicas, también con control sobre las soluciones globales en infinito.

Toda esta teoria de aproximacién global vive en el espacio euclideo R?, pero su extensién
al espacio de curvatura constante negativa % (x) no resulta excesivamente complicada, al
menos para algtin caso muy concreto que ha sido recientemente probado por A. Enciso, D.
Peralta-Salas y la autora, y que incluimos en este capitulo.

Como en el capitulo anterior, consideramos el espacio hiperbdlico %(x) con curvatura
igual a —«2 para x > 0y d > 3 por motivos técnicos, y el operador Laplaciano Agya ) que
adopta la forma

d—l—l—d;czrz)

1
A?-[d(x)u = (1 + K2r2>arru + < oru + r—zAsd,lu, (5.1)
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Para un parametro real A, sobre el que impondremos restricciones mds adelante, considera-
mos la ecuacién de Helmholtz hiperbélica descrita como

d —1+ di?r?

Agga eyt + At = (1 + x2?) 0,1 + ( p

1
) aru + rszsdﬂM + Au =0. (52)

Esta da lugar a la ecuacién radial que sigue:

r 2 R +AR(r) =0, (53)

(14 2R () + (d ~1+ dK2r2> R 0+d=2)

donde ! =0,1,2,.... Si hacemos el cambio de variable xr = sinh(xp), R(r) = S(p), u(r,0) =
v(p,0), con @ € S9! representando la variable angular, podemos rescribir las ecuaciones:

2

90p0(0,0) + (d — 1)K coth ()3, v(p, 6) + sinl:;w%d,w(p,e) +AV(p,0) =0, (54)
" / I(l+d— 2
S(p) + (@~ Dxcomip)s(e) ~ Lo BES(@) 1 AS(D) =0 (59

Esta formulacién facilitard los calculos en lo que sigue. A continuacién introducimos la
siguiente funcién que serd de utilidad mas adelante:

(2 —d)xi=2
(271)%/2 sinh (xp)?/2-1

G(p,6) = R (e (5= Ql/2 7 (cosh(xp)) ), (5.6)

donde R denota la parte real, Q) es una funcién asociada de Legendre de segundo tipo
(para saber més referimos al lector al apéndice B), el valor v viene dado por

vi=—= — = 4N — (d —1)%x2, (5.7)

y a A le exigimos en lo que sigue que

K2 (d —1)?

A
S

(5.8)

Con la métrica expresada como en (5.4) y (5.5), se puede verificar [CDD18] que esta funcién
cumple
Aya()G +AG =0, (5-9)

en todo p > 0 (es decir, en todo H%(x) salvo en el origen) y el comportamiento asintético de
las funciones asociadas de Legendre (apéndice B) nos permite comprobar que

1 _
G(p,0) = eI +0(p*), (5.10)

a medida que p — 0. Entonces se sigue que G es una solucién fundamental de la ecuacién
de Helmhtolz hiperbdlica (5.2), de modo que si v es, digamos, una funcién de Schwartz en
H?(x) y consideramos g, (x) un punto de H?(x) donde g, es una isometria de H(x) que
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lleva el punto y al origen, entonces la «convolucién»

(G+o)(x):= |

s Gy (x))0(y)dVol(y) = /Rd G(gy(x))v(y)V(y)dy (5.11)

(donde dVol(y) es la forma de volumen del espacio H% (k) y V(y) es la funcién de volumen
asociada), cumple que
AHd(K)(G*U) +A(Gx*v) =v. (5.12)

Observacion 5.1. Sitomamos A < el comportamiento que observamos es muy distinto,
maés similar a la ecuacién de Yukawa. Concretamente, impongo esta restriccion sobre el
pardmetro A para conseguir que mi funcién oscile «en co», es decir, muy lejos del origen, que
es precisamente el comportamiento de la ecuacién de Helmholtz. Resulta curioso el hecho
de que esto refleja, grosso modo, que la curvatura del espacio cambia la masa de la ecuacién
de Klein-Gordon, en el lenguaje usado en Relatividad General.

K2(d—1)?
4

Observacion 5.2. Por simplicidad y para facilitar el entendimiento, invitamos al lector a consi-
derar el caso particular en que d = 3, en el cual la funcién G adopta la forma, mucho mds

sencilla, que sigue
Kk cos(pV A — K2)
47tsinh(kp)

G(p,0) = (5.13)

y la restriccién impuesta sobre A no es més que A > 2.

A continuacién, enunciaremos y demostraremos un resultado de aproximacién global
con decaimiento 6ptimo para la ecuacion (5.2). Finalmente, comentamos algunas posibles
consecuencias de este resultado que los autores esperarfan poder demostrar en el futuro
cercano.

51. G.AD.en H"(x)

El teorema principal de esta seccion es el siguiente.

2 2
Teorema 5.1. Seax >0,e >0y A > @,ﬁjos pero arbitrarios. Sea m € N, K C H% (k) un
compacto con complemento H%(x)\K conexo y v definida en un entorno abierto Q de K, K C Q, tal
que Dy (v + Av = 0 en Q). Entonces existe una funcion u definida en todo H (k) tal que

= Mg+ Au=_0en H (x),
 Ju—olleny<ey

» Ju(x)] < C < x>"H/2 donde < x >:= (1+ p(x)?)!/2 es el equivalente hiperbélico del
llamado «paréntesis japonés»; siendo este el decaimiento dptimo esperable entre las soluciones
y p(x) la distancia geodésica de este punto a uno fijado (el origen) en el espacio hiperbélico

H (x).

Demostracién. Comenzamos tomando una funcién suave x : H%(x) — R que vale 1 en un
pequefio entorno de K y que es idénticamente 0 fuera de (). Definimos la funcién suave
v en H%(x) dada por v; := xv. Estamos obligando a que v; vale 0 fuera de Q) aunque
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rigurosamente v no estaba definida en este conjunto. A continuacién escribimos v; := v} +h
con

oh(x) = [ Gley(x)fW)V)dy = G f(x), (514)

donde f es la funci6n de soporte compacto f := Ay, v1 + Avy, G es la solucion fundamental
definida en (5.6) y estamos notando por Ay, al Laplaciano en H (x). Por construccién, h
satisface la ecuacién de Helmhotlz hiperbélica en todo H3(x),

AHd(K)h +Ah=0. (5.15)

El soporte de f estd claramente contenido en el conjunto abierto 2\K. Por tanto, un argu-
mento de continuidad sencillo permite aproximar la integral (5.14) uniformemente en el
compacto K por una suma de Riemann de la forma

M
v2(x) := ) enG(gx, (x)). (5.16)
n=1

Especificamente, es estdndar que para cada J > 0 existe un entero M suficientemente grande,
numeros reales ¢, y puntos x, € Q\K de forma que la suma finita (5.16) cumple la acotaciéon

|01 =02 [|cog) < &. (5.17)

A continuacién tomemos una bola euclidea usual By lo suficientemente grande para contener
a () y veremos como «barrer» las singularidades de la funcién v, con vistas a aproximarla en
el conjunto K por otra funcién v}, cuyas singularidades estan contenidas en el complemento
de la bola Bg que contiene a (). La demostracion estd basada en un argumento de dualidad
y en el teorema de Hanh-Banach.

! J—
Lema 5.1. Para todo § > 0, existe una cantidad finita de puntos {x;}anl todos ellos en H" (x)\Br
y constantes c}, de forma que la combinacion lineal finita

M/
vy (x) ==} €,G(8, (%)) (5.18)
n=1
aproxima a la funcién vy uniformemente en K:

| 5 =02 [lcogy < 0 (5.19)

Aqui § > 0 es la misma constante pequefia y arbitraria considerada antes.

Demostracion. Consideremos el espacio V de todas las posibles combinaciones lineales finitas
de la forma (5.18) donde x/, puede ser cualquier punto en H%(x)\Bg y las constantes c/,
toman valores arbitrarios. Restringiendo estas funciones al conjunto K, podemos ver V como
un subespacio del espacio de Banach C’(K) de las funciones continuas en K.

Por el teorema de Riesz-Markov, el dual de C°(K) es el espacio M (K) de las medidas de
Borel finitas y con signo en RY cuyo soporte estd contenido en el compacto K. Tomemos
una medida cualquiera y € M(K) tal que [psf(y)V(y)du(y) = 0 para toda f € V. A
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continuacién definimos una funcién F € Ll o C(le) como
F() = [, Gley(x)Vau(y); (520)
de forma que F satisface la ecuacién
A'Hd(K)F + AF = pu. (5.21)

Para comprobar esto basta ver la medida ¢ como una distribucién con soporte compacto en
R? de forma que la «convolucién» F := G * i es una distribucién bien definida y satisface,
en el sentido de distribuciones,

(Apgagey + A)F = [(Ayd(x) + A) G} «U=0%pu = (5.22)

Por otro lado, para comprobar que F € L} (R%), notemos que si U es cualquier subconjunto

loc
acotado de IR?, entonces

F(x)]|dx < // dlul(y)dx < C su/
[ IF@) = |Mw() (K sup e

< ClI(K) [ gz < CRIRIUP < e,

(5-23)

donde hemos utilizado la desigualdad del reordenamiento (o bien, en inglés, rearrangement
inequality) para obtener la tercera cota superior. Por U* hemos denotado la bola centrada en
el origen con el mismo volumen |U| que el conjunto U y |u| es el valor absoluto de la media
u (a saber, u 0 —p).

Notese que F es idénticamente nulo en R%\ By por la definicion de la medida u y que F
satisface la ecuacion eliptica AyjaF + AF = 0 en R?\K, por lo que F es analitica en este

conjunto. Como por hipétesis, %(x)\K es conexo, tenemos la misma propiedad para R¥\K.
Por tanto, como R?\K es conexo y contiene al conjunto IR%\ Bg, por analiticidad la funcién
F ha de anularse en todo el complemento de K. Entonces se sigue que la medida y también
anula a la funcién G(gy(-)) para todo y ¢ K porque

0=F(y) = [, Glgy(x))dn(»). (524)

Consecuentemente,

/]R ,02dp =0, (5.25)

lo que implica que v, no se puede separar del subespacio V y se puede aproximar unifor-
memente en K por elementos del mismo, de acuerdo con el teorema de Hahn-Banach. Por

! J—
tanto, existe una cantidad finita de puntos { xi,}qu:l en R?\ By y ntimeros reales c}, de forma
que la funcién definida en (5.18) cumpla la estimacién dada en (5.19) y nos permita dar por
finalizada la demostracién. O

Armados con este lema, y para concluir la prueba del teorema principal, llamamos la
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5. G.A.D. en el espacio hiperbélico y aplicaciones

atencion del lector sobre el hecho de que la funcién
vy :=v3+h, (5.26)
donde # es la funcién construida con anterioridad, satisface la ecuacion
Dy 0a + Avg =0, (5.27)

en la bola Bg, cuyo interior contiene a K. Tomaremos en Bg coordenadas hiperesféricas como
venimos haciendo p := g% (x)(x,x) y 6 := x/p € S*~1. Expandiendo la funcién v (con
respecto a las variables angulares) en una serie de armoénicos hiperesféricos y utilizando
(5.27), inmediatamente obtenemos que v4 se puede expandir en la bola como la serie

= 2 Z 5lmfl Ylm ) (5-28)

=0mel;

donde f/*(p) es solucién de la E.D.O.

I(1+d—2)x?

f(0)" 4 (d = 1)k coth(xp) f{ ()" — W

fir(p) + Aff(p) =0, (5.29)

I} es un conjunto finito que corresponde con el rango de los hiperesféricos arménicos asocia-
dos al niimero cudntico /, que no necesitaremos explicitamente y que vimos que correspondia

(+ ‘; ) zlli ;:11 }, e Yj,, son los hiperesféricos armoénicos en S41.

con el conjunto {1,2, ey
Es conocido [CDD18] que podemos tomar f/* de la forma

1

filp) = Wpd/z ! (cosh(xp)), (5-30)

donde v es el mismo de antes v = —% - i 4A — (d —1)2k2 y P} es una funcién de Legen-
dre asociada de primer tipo (en particular, una funcién de Legendre asociada cénica, que
presentamos en el apéndice B).

Como esta serie converge en L?(BR), para cualquier § > 0 existe un entero [y de forma que
la suma finita

wi= Z Z Bimf1 () Yim(0) (5.31)

I=0m= EIZ

aproxima a la funcién vy en sentido L%
| u— vy ||L2(BR)< J. (5.32)

Por las propiedades de las funciones cénicas de Legendre, u es suave en R?, decae en infinito
como
u(x)| < C < x >~/ (5.33)

y satisface la ecuacion Agya(,u + Au = 0 en todo HA (k).

Para cualquier R’ < R suficientemente grande como para que K esté contenido en la
bola B/, estimaciones elipticas estdndar nos permiten pasar de la cota L? a una acotacién
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5.2. Algunas (posibles) consecuencias de este resultado

uniforme:
|| u— 714 ||C0(K)< (5 (534)

Uniendo esta estimacién con las anteriormente conseguidas llegamos a

4 —=v[cox)<é. (5.35)

Finalmente, como v también satisface la ecuacion de Helmholtz hiperbédlica en un entorno
de K, estimaciones elipticas estindar nos permiten, de nuevo, promocionar la cota (5.35)
uniforme a una de orden mayor,

| u—ollenmy<e (5.36)

lo que concluye la demostracion. O

5.2. Algunas (posibles) consecuencias de este resultado

A lo largo de todas estas notas los teoremas de G.A.D. han aparecido una y otra vez como
herramientas para resolver problemas de realizacién. Por tanto, estaria perfectamente justifi-
cado un intento de alcanzar un teorema de realizacién en el contexto del espacio hiperbélico
que se sustente fuertemente en el teorema principal de la seccién anterior. Un tal resultado
podria enunciarse como sigue

Teorema 5.2. Sean X2y, ..., Ly hipersupetficies regulares, compactas, orientables, sin frontera y embe-
bidas en H" (k) (con d > 3) que ademds no estdn enlazadas (entendida esta como la propiedad de que
existen N conjuntos contrictiles disjuntos dos a dos Sy, ..., Sy de forma que cada ¥.; esté contenida
en un S;). Entonces existe una funciéon w cumpliendo la ecuacion de Helmholtz en el hiperbélico

Doy + Aw =0, (5.37)

en todo H%(x) para un valor 0 < « lo suficientemente pequefio y una cierta constante A lo suficiente-
mente grande; y un difeomorfismo ¥ de H% (k) de forma que ¥(%1),..., ¥ (ZN) sean componentes
estructuralmente estables del conjunto nodal w=1(0). Ademds, el decaimiento de w es el dptimo.

Cabria esperar que la demostraciéon de un teorema similar a este se rigiera por el mismo
esquema seguido en [EPS16] para su andlogo euclideo. No obstante cabe esperar que algunas
cuestiones técnicas requieran un cierto trabajo para ser solventadas. Con todo, Enciso, Peralta-
Salas y la autora esperan afrontar y resolver este problema en un futuro cercano.

Cabria atin andar un paso maés alld. En [EPS16], A. Enciso y D. Peralta-Salas obtuvieron
un resultado de realizacién de conjuntos nodales compactos y topolégicamente complicados
para la ecuacién de Allen-Cahn con indice finito, Au 4 u — u3 = 0. Para ello se sirvieron de
un tal teorema para la ecuacién de Helmholtz [EPS16, Teorema 2.2.] y del hecho de que, para
valores pequefios de la solucién u, ambas ecuaciones se parecen (por el rapido decrecimiento
de u%). La pieza clave en la demostracién que nos permite escapar del régimen lineal y
afrontar un problema relativo a una ecuacién no lineal es, precisamente, el decaimiento
optimo de la aproximacién global construida. Dado que, en el contexto hiperbélico, hemos
demostrado un teorema de G.A.D. andlogo, no resulta descabellada la idea de enfrentar
problemas de realizacién en este nuevo contexto con ciertas ecuaciones no lineales como
protagonistas. De nuevo, se trata de una via de investigacién que permanece abierta y que
esperamos abortar préximamente.
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5. G.A.D. en el espacio hiperbélico y aplicaciones

Finalmente, otro posible camino a seguir, es el de estudiar teoremas de G.A.D. para la
ecuacion del calor (o para ecuaciones parabélicas en general) en el espacio hiperbélico H%(x).
En el caso euclideo, M. A. Garcia estudi6 este tipo de teoremas de aproximacién en relacién
con sus andlogos para ecuaciones elipticas [nGF18]. Las similitudes presentes en las pruebas
de estos resultados hacen que, una vez estamos en disposiciéon de un resultado de G.A.D.
en el contexto hiperbélico como el demostrado en este capitulo, abordar teoremas del tipo
parabdlico sea asequible. De hecho, A. Enciso, D. Peralta-Salas y la autora han tratado este
problema recientemente y se encuentran preparando un articulo que lo recoge [EGRPSa].
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A. El problema de autovalores

En ciencias naturales e ingenieria es habitual encontrarse con ecuaciones di-
ferenciales y sistemas de ecuaciones diferenciales; su solucion lleva comun-
mente al problema de autovalores. Por ello, el problema de autovalores ocupa
un lugar de gran importancia en algebra lineal y en matematicas en general.
En la introduccion de estas notas ya hablamos brevemente sobre este proble-
ma y distintos contextos donde es interesante estudiarlo. En este apéndice
conseguiremos demostrar que, para toda variedad riemanniana cerrada M, el
espacio L?(IM) admite una base de autofunciones del Laplaciano; ademés de
otras propiedades interesantes.

Una variedad riemanniana (M, g) se dice cerrada cuando es compacta y su frontera es vacia.
Para todo 1 < p < oo consideramos el espacio L¥ (M) definido como es habitual:

LP(M) = {u:M — R | u es medible y ||u|[, < co}, (A1)

donde tenemos, como de costumbre,

1/p
Jul] = (/M|u|r’ dvg> ) (A.2)

donde dV; nota la forma de volumen canénica en IM. Comenzaremos recordando algunas
definiciones.

Definicién A.1. El espacio de Sobolev de orden k € IN, H¥(IM), es el conjunto de las funciones
u e Lz(]M) tales que, para cualesquiera campos vectoriales X, Xp,...,X; de M con I <k,
se tiene que X ... X; u € L>(M). De forma similar, notamos por H ¥(IM) al dual de estos
espacios: H*(M)* = H™%(M).

Estas definiciones no son mas que un caso particular de la definicién de espacio de Sobolev
para s € R arbitrario que se puede encontrar, por ejemplo, en [Tay11a, Capitulo 3]. En el
capitulo quinto de esa misma referencia, se puede ver que el operador Laplaciano A define
una aplicacién:

A:HY (M) — H (M), (A.3)

que habremos de modificar levemente para poder aplicar el Teorema Espectral, en su ver-
sién mds débil para operadores autoadjuntos y compactos. Presentemos brevemente este
resultado:

Definicién A.2. Un operador lineal acotado T € L(V,W) entre dos espacios de Banach
se dice que compacto cuando T lleva todo subconjunto acotado de V a un subconjunto
relativamente compacto de V, i.e. , un conjunto con cierre compacto. Esto es equivalente a
exigir que T(B;) sea relativamente compacto en W donde By es la bola unidad cerrada de V.
Notamos por K(V, W) al conjunto de los operadores compactos.
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Las propiedades de los operadores compactos son sorprendentemente agradables y han
sido ampliamente estudiadas (por ejemplo en [Tay11a, Apéndice A] se recogen algunas de
las mds interesantes). En nuestro caso, estaremos especialmente interesados en la siguiente
propiedad:

Lema A.1. Si A € L(H) es un operador lineal, acotado entre un espacio de Hilbert H y él mismo
que ademds es autoadjunto y compacto, entonces bien || Al| o bien —|| A|| es un autovalor de A, esto
es, existe u # 0 en H de forma que Au = Au con A = £|| Al

Al espacio de los u € H cumpliendo este lema A.1 se le conoce como el «autoespacio A» de
A. Claramente, si A es compacto y A # 0, este espacio propio debe ser de dimensién finita.
Si Au]- = A]-uj, A = A*, entonces

/\l (Ml,uz) = (Aull Mz) = (ueruZ) = Xz(ulfuZ)' (A4)

Tomando A1 = Ay y uy = up, esto implica que cada valor propio de A = A* ha de ser
real. Ahora bien, tomando A; # Ay, se tiene que (u3,u) = 0, de modo que autovalores
distintos tienen espacios propios ortogonales. Por otro lado si Au; = Aquq y v L 1y, entonces
(u1, Av) = (Auq,v) = A1(uq,v) = 0, de modo que A = A* deja invariantes los complementos
ortogonales de sus espacios propios.

Si A es un operador compacto y autoadjunto en H, podemos aplicar el lema A.1 a la
restriccion de A al complemento ortogonal de sus espacios propios asociados a +||A|| (donde
su norma ha de ser estrictamente menor, como consecuencia del lema A.1), aplicar el lema
otra vez a esta restriccién y repetir una y otra vez. De esta forma podemos demostrar el
siguiente resultado que se conoce como Teorema Espectral para operadores compactos y
autoadjuntos.

Teorema A.1. Si A € L(H) es un operador lineal, acotado, compacto y autoadjunto en un espacio
Hilbert H, entonces H tiene una base ortonormal {”f}je]N de funciones propias de A. Ademds,

Auj = Aj uj donde {Af}jelN es una sucesion de nifmeros reales que solo tiene a 0 como punto de
acumulacion.

El Teorema Espectral tiene una formulacién mas elaborada para operadores autoadjuntos
en general. En [Tay11b, Capitulo 8] se puede encontrar una demostracién de este resultado.
Para aplicarlo consideramos el operador trasladado del Laplaciano.

Lema A.2. La aplicacion

—A+1:H{(M) — H (M), (A.5)
es biyectiva y su inversa
T:H Y(M) — H' (M) (A.6)
define un operador autoadjunto y compacto en L?(IM).
Demostracion. Por ser oM = @, es claro que ((—A+1)u,u) = ””H%Z(]M) + ||Vu|\%z(M) =
H”Hi{l (v Para todo u € H'(M). La inyectividad es trivial de esta identidad. Supongamos

ahora que no fuera sobreyectiva. En ese caso, habria de existir un uy € H=1(M)* = H!(IM)
no nulo y ortogonal a toda la imagen del operador, esto es,

(=A+1)u,up) =0 Yu € H'(M). (A7)
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En particular, tomando u# = u( llegamos a contradiccién con la no nulidad de ug. Como
hemos probado que el operador es biyectivo, podemos ahora definir su aplicacién inversa
T:H (M) — H!(M). Comprobemos ahora que es autoadjunto.

Para cualesquiera ¢, € H~!(IM) existen tinicos u,v € H!(IM) cumpliendo que (—A + 1) u =
¢y (—A+1)v = 1. La frontera que sabemos vacia de M, de nuevo, nos permite comprobar
que ((—A+1)u,v) = (u,(—A+1)v) e inmediatamente:

(Te,p) = (, (=8 +1)0) = (=D + 1) u,0) = (¢, TY). (A8)

Hemos comprobado que el operador T es simétrico. Estamos en condiciones de aplicar el
siguiente resultado conocido de andlisis funcional:

Lema A.3. Si T : H — H es simétrico y su rango rank(T) cumple que R(T) = H, entonces T es
autoadjunto.

Gracias a este lema podemos afirmar, como queriamos, que T es autoadjunto, T = T*.
Finalmente, restringimos el dominio de T al espacio L?(IM). Dado un ¢ € L?(IM) tomamos
u € H'(M) como antes y notamos que

lull?p = (=8 + 1) u,u) < || (=8 + D) ull2llull 2 < | (=A+1)ufl 2]l - (A.9)
De donde deducimos que T es un operador acotado de L2(IM) a H!(IM):
Para todo ¢ € L*(M), | T¢|l vy < 191122 (A.10)

Para concluir, componemos con la inclusién i : H' (M) — L?(IM) y aplicamos el teorema
de compacidad de Rellich-Kondrachov para ver que T : L?(M) — L?(IM) es un operador
compacto. O

Gracias a este lema podemos aplicar el teorema espectral A.1 al operador T y obtener el
resultado siguiente.

Teorema A.2. Sea M una variedad riemanniana cerrada, entonces L?(IM) admite una base ortonor-
mal de autofunciones del Laplaciano —A, {uy }, o asociadas a valores propios {Ay}cn. Ademds,
Ax > O0paratodok =0,1,2,..., Ay /ooy Ag = 0 con la correspondiente uy = constante.

Demostracion. Aplicamos el Teorema Espectral al operador T y encontramos una base orto-
normal de funciones {u;} C L?(M) cumpliendo que

Ty = pyitg, (A.11)

para una cierta sucesion {py },op de ntimeros no negativos y menores que uno. Observemos
que para todo ¢ € L?(M),
(T, ¢) = TPl = 0. (A.12)

Luego T es un operador positivo y, por tanto, los valores propios i son no negativos.
Aplicar el lema A.1 en nuestro caso nos permite concluir que || T es el mayor valor propio
que encontramos. Por lo visto en (A.10), ||T|| < 1, y al aplicar el operador a la constante

W obtenemos la igualdad. En definitiva, g = || T|| =1 > p.
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Observemos que, para todo k € IN:

-A+1 -A+1 1

— Auge + u = itk = Tuy = My (A.13)
k
e inmediatamente .
— Auyp = Agup = ug < — 1) . (A.14)
Hk
El resto de comprobaciones son obvias (v. gr. Ag = ”1—0 —1 = 0) y se siguen de las propiedades
de los valores propios y; que nos da el Teorema Espectral. O

Cabe mencionar que resultados cldsicos de regular para ecuaciones elipticas nos permiten
definir estos operadores en espacios de Sobolev de orden mayor y ver que, de hecho, conser-
van las propiedades que son de nuestro interés. Se puede encontrar en [Tay11a, Capitulo 5]
el siguiente resultado.

Proposicién A.1. Para cualquier s € IR tenemos bien definidos los operadores
T:H(M) — H2(M)y — A+1: H2(M) — H*(M), (A.15)
son inversos el uno del otro y se cumple la estimacion

20 < Cll(=A+ 1) ulZ 0 + Cllul 3y, (A.16)

para todo u € H1(IM).

A continuacién veremos que la base de autofunciones que hemos construido nos permite
acotar la norma H*(IM) de cualquier funcién u en términos de potencias de los autovalores.
La demostracién de este hecho se basa fuertemente en la teoria de operadores pseudodiferen-
ciales por lo que, previo a enunciar este teorema, haremos un repaso de las herramientas que
necesarias. Se puede leer mds a este respecto en cualquier libro de referencia, por ejemplo,
[Tay11b].

Definicién A.3. Dado un operador diferencial

p(x,D) =} au(x)D", (A17)

la| <k

donde D* = Di' - -- Dy", D; = (1/i)d/9x;. Definimos su simbolo o polinomio caracteristico
como la funcién

p(x,8) = Y an(x)Z". (A.18)

|| <k
Esta definicién surge naturalmente al estudiar (al menos de manera formal) la transfor-
mada de Fourier. Recordemos que la transformada de una funcién f de R se define como
(&) = (2m)~ [ga f(x)e"*¢dx. Del mismo modo, es bien conocida la férmula de inversién,
que afirma que

fx) = [ f@)eeac. (A19)

Al derivar en (A.19) deducimos de las propiedades de la transformada inversa que

D*f(x) = [ e*f(e)e iz, (A20)
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Aplicando el operador diferencial p(x, D) = ¥4 < 4« (x) D* llegamos a la férmula

P D)f() = [ plx,)f(@)e ae (A21)

donde p(x,¢) es el simbolo del operador de partida. Este célculo nos invita a definir la si-
guiente generalizacién del concepto de operador diferencial, permitiendo a p ser una funcién
mads general que un polinomio.

Definicién A.4. Un operador pseudodiferencial P(x, D) en R? es un operador cuyo valor en
una funcién u con la regularidad adecuada es la aplicacién de x dada por

1

P(x,D)u(x) = %/]Rd S *P(x, &)i(&)dE, (A.22)

donde P(x,¢) es un simbolo cumpliendo ciertas propiedades.

El estudio de qué propiedades exigir al simbolo P conforma toda una teoria en desarrollo
que se puede estudiar, por ejemplo, en [Tay74]. De ello depende, entre otras cosas, los espacios
de funciones entre los que acttia el operador resultante. El ejemplo mds comun es el siguiente.

Definicién A.5. Dados p,6 € [0,1] y m € R definimos el espacio 521,5(]Rd) como aquel
compuesto por las funciones p(x, &) € C®°(R? x R?) que cumplen

|DEDEp(x,8)| < Capl) Pl (A23)

para todos los multiindices &, B y todos los puntos x,& € R?, donde (&) = (1+[¢ |2)1/2. En
ese caso, decimos que el operador asociado (definido como en (A.21)) pertenece al espacio
OPSZf 5(]Rd). Decimos que m es el orden de ese operadores. El caso que mds nos interesa es

eldep=1,6 =0, donde Sfo(le) recibe el nombre de «clase de Hormander», en honor al
matemdtico de origen sueco.

La importancia de esta clase de operadores pseudodiferenciales radica en la relacién que
tiene con las funciones del espacio Schwartz S(IR) (i.e. funciones suaves con decrecimiento
répido), que se codifica en el siguiente resultado de demostracién sencilla.

Lema Ay. Sip,6 € [0,1] y p(x,¢) € S, entonces p(x, D) : S(RY) — S(RY).

Si ahora M es una variedad riemanniana (sin borde) con un recubrimiento por cartas
. . o
dado por {(Q;, F) }je ,» serfa natural decir que un operador P actuando en C*(M) es un

operador pseudodiferencial en OPS?' 5(IM) si los operadores P o F ]71 definidos en C*(F;((};))

son operadores pseudodiferenciales en la clase OPS? 5 (RY).

Intuitivamente, estamos pidiendo que P se pueda transformar localmente en operadores
pseudodiferenciales de R? a través de las aplicaciones coordenadas. Si la variedad M es no
compacta, esta definicién no es suficientemente precisa: tendremos que imponer restricciones
especificas acerca de su decaimiento en infinito. No indagaremos en este tema, sino que nos
restringimos en lo sucesivo a variedades cerradas, donde estos problemas no aparecen.

Es claro de la discusién seguida que todos los operadores diferenciables son también
pseudodiferenciables y, ademads, es posible obtener operadores pseudodiferenciales a partir
de otros ya definidos por medio transformaciones elementales de sus simbolos: en particular,
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la composicién de dos operadores pseudodiferenciales, p(x, D) y p’(x, D) de 6rdenes m y m’
respectivamente, es a su vez un operador diferencial de orden m + m’ (en S;rf;m/ .

Un resultado general de R. Seeley [Nir11, Pags. 169-308] nos proporciona nuevos operado-
res pseudodiferenciales a partir de uno dado en una variedad riemanniana compacta, bajo
la condicién de que sea eliptico.

Definicién A.6. Decimos que p(x,D) € OPS;’f 5 es eliptico si, para algtin r < co, se cumple
|p(x,8)| < C(&)~™, para todo |&| > 7.

La siguiente definicién pertenece al andlisis funcional y se puede consultar en la mayoria
de monografias dedicadas al respecto, p. e]. en [Lun18, Capitulo 4].

Definicién A.7. Dado un operador lineal y positivo A : D(A) € X — X donde D(A) es el
dominio del operador y X es un espacio de Hilbert, recordemos que podemos expresar la
resolvente de A como R(A, A) = [;~ e MT(t)dt, donde T(t) es el semigrupo generado por
A que cumple ||T(t)|| < Me ! para un cierto A > —w y w > 0. Entonces, para todo z € C
definimos

1
zZ _ z
At = L A*R(A, A)dA, (A.24)

para cualquier curva regular a trozos y rodeando el espectro de A, (T(A), con indice 1.
Estamos en condiciones de enunciar el teorema hacia el que nos dirigfamos.

Teorema A.3. Sea M una variedad riemanniana y compacta, sea A un operador pseudodiferencial,
eliptico, autoadjunto y positivo de orden k, entonces para todo z € C el operador A* es a su vez un
operador pseudodiferencial de orden k - R(z).

La demostracién de este teorema se puede encontrar en el articulo original de Seeley
[Shu11, Capitulo II] y es bastante técnica. Sin embargo, para nuestro propésito solo necesita-
mos un caso muy concreto cuya demostracién es mucho mads sencilla y se puede encontrar
en [Tayy4, Capitulo XII].

Corolario A.1. El operador \/—A es un operador pseudodiferencial eliptico de orden uno y, por tanto,
L]

para todo multiindice «, el operador V*A™ 7, es un operador pseudodiferencial de orden cero.

Hay gran cantidad de acotaciones para las imagenes de los operadores pseudodiferenciales
que se pueden consultar, por ejemplo, en [Tay74] o en [Horg4]. El més interesante para
nosotros es el siguiente:

Teorema A.4. Si el operador p(x,D) € OP52,(S para cualesquiera 0 < 6 < p < 1, entonces
p(x,D) : L*(M) — L*(M), (A.25)
y, para toda v € L2(M) se cumple que ||p(x, D)v|| ;2 < C||v| 2.

Claramente, por como lo hemos definido, el operador V"‘A’% estd bajo las hipétesis de
este teorema, por lo que sabemos que para todo v € L2(IM) se tiene la desigualdad

HV"‘A"ZU

< C||v||;2 para cierto C. (A.26)
12

Usaremos todas estas herramientas para probar el resultado siguiente que nos permite
relacionar la norma H' con las potencias [ —ésimas de los valores propios del Laplaciano.

92



Teorema A.5. Sea {u;} la base de L?(IM) construida en A.2 y {Ay} la sucesion de valores propios
asociada a ella. Sea | € N y u € H/(M) C L?*(M) que se descompone como u = Y2° o Brlk,
entonces se tiene ||u\|%{,(M) < Jul|2, + C- 20 ALl Bl

Demostracion. Para cada u € H'(IM), consideramos AKZ‘ u € L2(M) y lo sustituimos en (A.26).
De ahi

|ac]
IV*ul|;2 < C HAZu (A.27)
L2
Tomando todos los multiindices posibles con |a| = I obtenemos
2 L? 2 I 2
luly < € [[azu]| , + lullf = € (u,—a"u) + lul2; (A.28)

donde hemos usado propiedades habituales de las normas de espacios Sobolev (que podemos
aplicar por ser la frontera 0M = @) y también que

I 1 \2 !
HAZuHLZ = /M (AZu) = —/MA u-u, (A.29)

de nuevo,por ser dM = @. A continuacién, desarrollamos u en la base que hemos construido
y vemos que

||u||‘;'{l <C <;)ﬁjujlkzo —Alukﬁk> + ||u\|i2 =C <§‘Bjuj,kzo)\§ukﬁk> + ||u\|%2 (A.30)
7= = = =

Al ser una base ortonormal, es entonces inmediato que Hu||%{l < +||u||i2 +C- 520 |BelAL,
como queriamos demostrar. O
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B. Funciones elementales

En este apéndice el lector encontrara una lista de todas aquellas funciones bien
conocidas y comidnmente utilizadas en matematicas de las que se hace uso
en estas notas: algunos polinomios ortogonales y la funcion Gamma hacen su
aparicion entre otras. En aquellos casos que sea necesario, se incluiran algunas
propiedades de ellos que seran referenciadas a lo largo del texto.

En las siguientes pdginas recopilaremos informacién de diversas fuentes entre las que se
encuentran algunas monografias como [DLMF], [Sze39], [ASR88], ... y algunas pédginas de
internet como Wikipedia o Wolfram.

B.1. Funcion Gamma

La funcién gamma (denotada como I'(z), donde T es la letra griega gamma en maytscula),
es una aplicacién que extiende el concepto de factorial a los niimeros reales y complejos. La
notacién fue propuesta por Adrien-Marie Legendre. Si la parte real del nimero complejo z
es positiva, entonces la integral

I'(z) = /Ooo et dt (B.1)

converge absolutamente. Esta integral puede ser extendida a todo el plano complejo, excepto
a los enteros negativos y al cero. Si n € Z* entonces

I'(n)=n-1), (B.2)

lo que nos muestra la relacién de esta funcién con el factorial. De hecho, la funcién gamma
extiende el concepto de factorial a cualquier valor complejo de z. Las propiedades de esta
funcién han sido estudiadas en profundidad por aparecer en contextos tan comunes como la
férmula para el drea y el volumen de una esfera de dimensién genérica n, andlisis complejo,
problemas de integracién, etc.

Destacamos, en particular, la férmula de Stirling para aproximar el comportamiento de la
funcién I' para una variable real positiva creciente:

I'(x+1)=V2nx (g)x+(’)(x71), (B.3)

que sera de utilidad en el capitulo 3. Toda esta informacién y mucha mas se puede encontrar
en el siguiente enlace.
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Figura B.1.: Representacién visual de los primeros esféricos armoénicos reales. Las partes azu-
les representan regiones donde la funcién es positiva, y las porciones amarillas
representan cuando es negativa. La distancia de la funcién al origen indica el
valor absoluto de Y},,(6,¢) en la direccién angular (6,¢). Imagen tomada de
Wikipedia cedida por Inigo.quilez

B.2. Esféricos armonicos

Los armoénicos esféricos son funciones armoénicas que representan la variaciéon espacial de un
conjunto ortogonal de soluciones de la ecuacién de Laplace cuando la solucién se expresa en
coordenadas esféricas. Son funciones importantes en muchas aplicaciones teéricas y précticas,
en particular en la fisica atémica (dado que la funcién de onda de los electrones contiene
armonicos esféricos) y en la teoria del potencial, que resulta relevante tanto para el campo
gravitatorio como para la electrostatica.

La ecuacién de Laplace impone que el Laplaciano de una funcién escalar f sea cero. Si
consideramos esta ecuaciéon en coordenadas esféricas y tomamos la solucién de la parte
angular llegamos de forma natural a la idea de esféricos arménicos Y}, : 841 _ R. Estos
son productos de funciones trigonométricas y polinomios de Legendre asociados:

(=[m])" i i
L i) cos8)sin(mlg) if m <0
Yon = q /22 Py (cos6) =l o
—m)! i
(1" V2 % (R Py (cose) cos(mg)  sim >0

Y}, es un esférico armoénico de grado ! y orden m, y cumple la ecuacién:

PAY = —1(1+n—2)Y,. (B.5)
Aqui | toma los valores 1,2,3, ..., y m varia entre 0 y M(k,d), donde

k—l—d—l)Zk—l—d—l (B.6)

mied) = ()T

En ocasiones a lo largo de este trabajo notaremos por Y; a una combinacién lineal de esféricos
armonicos de grado ! (y cualquier orden m). Prevenimos al lector de las carencias de esta
notacién. Otra forma de definir estas funciones mds alejada de la fisica y cercana a las
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matematicas es la siguiente: dado un polinomio P(x) homogéneo y arménico de grado m
sobre R? se denomina arménico esférico de grado m a la funcién obtenida como restriccion de
P(x) ala (d —1)—esfera S*~1 C R¥. Los arménicos esféricos forman un conjunto completo
ortonormal de funciones y por lo tanto forman un espacio vectorial andlogo a vectores
unitarios de la base. Sobre la esfera unitaria, toda funcién de cuadrado integrable puede, por
lo tanto, ser expandida como una combinacién lineal de:

co M(1d
=) Z Yo (@ (B.7)
1=1 m=0

Haremos uso de esta propiedad en cuantiosas ocasiones. Es posible encontrar estas y otras
muchas propiedades importantes aqui.

B.3. Funciones de Bessel

Las funciones de Bessel, primero definidas por el matematico Daniel Bernoulli y mads tarde

generalizadas por Friedrich Bessel, son soluciones canénicas y(x) de la ecuacién diferencial
de Bessel:

2Py dy

dx2

donde « es un ntimero real o complejo. El caso mas comuin es cuando « es un entero #, aunque

la solucién para « no entero es similar. El ntimero « se denomina orden de las funciones de

Bessel asociadas a dicha ecuacién. Dado que la ecuacién anterior es una ecuacién diferencial

de segundo orden, tiene dos soluciones linealmente independientes.

oo (x> —a)y =0, (B.8)

B.3.1. Funciones de Bessel de primera especie:],

Las funciones de Bessel de primera especie (o, simplemente, funciones de Bessel) y orden «
son las soluciones de la ecuacién diferencial de Bessel que son finitas en el origen (x = 0)
para a enteros o positivos y divergen en el limite x — 0 para a negativo no entero. Nos
interesaran las siguientes representaciones integrales y férmulas de derivacién:

210 o [ v-3 . 1
Jo(z) = mz /0 (1 - t2) cos(zt)dt/; R(v) > —5 (B.9)
) (B.10)

que son, respectivamente, las férmulas 10.9.4 y 10.6.6 de [DLMF].

B.3.2. Funciones de Bessel de segunda especie: Y,

Las funciones de Bessel de segunda especie, denotadas por Y, (x), son soluciones de la
ecuacién diferencial de Bessel que divergen en el origen, es decir x = 0. A estas funciones
Y, (x) también se les llama a veces funciones de Neumann o de Weber. Para ndmeros &« no
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enteros, se definen a partir de las funciones de primera especie J,(x) mediante la siguiente

féormula:
Ja(x) cos(arr) — J—u(x)

sin(arr)

Yu(x) = , Ya¢Z (B.11)
En el caso en el que tengamos un orden entero 7, la funcién es definida como el siguiente
limite:

Yu(x) = Dlgr}l Yo(x), VneZ (B.12)

que proporciona el siguiente resultado en forma integral:

1 (7 1 [ .
Y. — : in@ — no dG——/ nt —1)" —nt 7xsmhtdt B.
() 7T/0 sin(xsinf — n6) <)o [+ (=1)"e ] e (B.13)
Para el caso en el que tengamos un « no entero, la definicién de Y, (x) es redundante (como
queda claro por su definicién de arriba). Por otro lado, cuando « es entero, Y. (x) es la
segunda solucién linealmente independiente de la ecuacién de Bessel.

Observacion B.1. En algunos momentos a lo largo de estas notas (en particular, por ejemplo,
en la seccién 2.1.1) utilizaremos la notacién Y; no para referirnos a una funcién de Bessel de
segundo orden sino para un hiperesférico armoénico real (cuando no estemos interesados en
saber el valor del pardmetro m en el hiperesférico arménico Y}, o cuando se trate de una
combinacién lineal de varios de estos my,...,my). Si bien esta coincidencia puede parecer
confusa, cuando hagamos uso de este abuso de notacion serd previamente indicado al lector.

B.3.3. Otras funciones de Bessel

Existen otras formulaciones importantes de las dos soluciones linealmente independientes
de la ecuacién de Bessel: las funciones de Hankel, las funciones de Bessel modificadas, las
funciones de Bessel esféricas, etc. Estas tiltimas aparecen al resolver la ecuacién de Helmholt
en coordenadas esféricas por separaciéon de variables, se denotan por j,(x) e yu(x) y se
relacionan con las funciones de Bessel ordinarias J,(x) e Yy (x) por [ASR8S]:

jn(x) = %]}’l+1/2(x)r (B.14)

T T
Yn(x) = [ 5 Yurr72(0) = (=1 [ 5T n2(x). (B.15)
Estaremos particularmente interesados en el decaimiento de jj:
1
jn(r) = r~Lsin (r — 2n7'c> +eTlo (r_z) , (B.16)
cuando 7 — co.

Observacion B.2. Si bien la informacién aqui recogida ha sido extraida de la siguiente web,
una coleccién més extensa de propiedades de este tipo de funciones se puede encontrar aqui.
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B.4. Polinomios de Laguerre

B.4. Polinomios de Laguerre

Los polinomios de Laguerre son una familia de polinomios ortogonales, llamados asi en
honor de Edmond Laguerre, surgen al examinar las soluciones a la ecuacién diferencial:

xy” + (1 —x)y +ny =0. (B.17)

Puede verse que siempre que n sea natural se anula el coeficiente de toda potencia mayor (y

distinta) que n. Esto es, una de las soluciones linealmente independientes es un polinomio

de grado n (polinomio de laguerre de orden n, que notaremos por L, (x)). Para encontrar

la otra solucién linealmente independiente han de estudiarse las soluciones de la ecuacién

mas general i (x) + p(x)y’(x) 4+ g(x)y(x) = 0. El polinomio de Laguerre de orden n puede
EX n

definirse como sigue: L, (x) = m%(x”e”‘ ). Que tras desarrollar queda de la forma:

L) = Y (~F (M) Lk =y M B.18

n(x)*kgo(—) k HX*Z(—)WX- (B.18)
Estrechamente relacionadas con estos definimos los polinomios asociados de Laguerre, tam-
bién llamados polinomios de Laguerre generalizados, son polinomios que cumplen la si-
guiente ecuacion diferencial:

xy" (x) + (m+1 = x)y'(x) + ny(x) = 0. (B.19)

Quedan definidos a partir de las derivadas de los polinomios de Laguerre:

L) = (-1 o (05

FeT ntm (X) = T \ ¢ dxﬂ(x”e")) m<n (B.20)

En el capitulo 2 estudiaremos el comportamiento asintético de las autofunciones de la
ecuacion de Schrodinger (para distintos potenciales) cuya parte radial viene dada por es-
tos polinomios utilizando para ello la férmula asintética de Hilb [Sze39]. Concretamente,
obtendremos la férmula

o7/ () — Ayj ( Ak,r)+O(k(l’l)/2>

% [E*rZ/ZrlL;(Jrl/z (72)} = VA [Akljl’, (VAur) +0O (k(lfl)/2>} (B.21)
= 2 (V)T DktLr3/2)
A : N ( 2 ) 3] .

Estas y otras muchas propiedades de interés como los ceros, las singularidades, relaciones
funcionales o ciertas formulas de derivacién e integracion se pueden encontrar en las refe-
rencias citadas: [Sze39], Wikipedia y la Digital Library of Mathematical Functions, en concreto
el capitulo 18.

B.5. Funciones de Legendre y otras relacionadas

Las funciones de Legendre Py, Q) y las més generales funciones de Legendre asociadas P!,
Qf{ son todas ellas soluciones de la ecuacién diferencial de Legendre. Los polinomios de
Legendre y los polinomios de Legendre asociados son también soluciones de dicha ecuacién
diferencial en casos especiales, los cuales, en tanto que son polinomios, tienen gran cantidad
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de propiedades adicionales, estructura matematica y aplicaciones.
La ecuacién de Legendre mas general es la siguiente:
2

(1—x2)y" —2xy + [A(A+1) — 1”7 y=0, (B.22)
siendo los niimeros A y p complejos que reciben el nombre de grado y orden de la funcién
relevante, respectivamente. Las soluciones son polinomiales cuando A es un enteroy y =0
y son los llamados polinomios de Legendre; y cuando A es un entero y u otro, que reciben el
nombre de polinomios de Legendre asociados. En el resto de casos diferenciamos si =0 o
no. Se trata de una ecuacion lineal de segundo orden con tres puntos singulares (en 1, =1y
0), por lo que se puede transformar en una ecuacién diferencial hipergeométrica mediante un
cambio de variable y sus soluciones se pueden expresar como funciones hipergeométricas  Fj.
Al ser una ecuacién lineal de segundo orden tiene dos soluciones linealmente independientes:

= las funciones de Legendre asociadas de primer orden

#2 1-z
] 2h <—/\,A+1;1 —V;2> , para |1 —z| <2, (B.23)

1 14z
1—z

P)P:(Z) = m

= y las funciones de Legendre asociadas de segundo orden

0 (2) = VI T(A+p+1) el (22 —1)1/2 AtptlAtp+2, 81
AT AT (A +3/2) Al A 2 2 Tz
(B.24)

Como ya es habitual referimos al lector a las fuentes ya citadas (DLMF y Wikipedia, espe-
cialmente) para encontrar gran cantidad de informacién al respecto de estas funciones. Por
ejemplo, el decaimiento de las funciones QK(Z) cuando |z| — oo serd de vital importancia en
el capitulo 5y se puede encontrar estudiada en detalle aqui. Grosso modo, lo que encontramos
es que

I ~ 7l/2
Qu(x) F(SAJF%;(ZX),\H
A # 7%,72/72,.-.

p V20 (jtnt§) (B.25)
Q12 (¥) ~ T (p—nt ) (22)"+ 17
n=123...,u—n+%#0-1-2,...

Un caso concreto dentro de las funciones de Legendre asociadas de primer orden son las
conocidas como funciones de Legendre asociadas cénicas o de Mehler: A = —1/2 —iv, donde
v es un valor real. La mayoria de propiedades de estas funciones se pueden deducir de las
mas generales para funciones asociadas de Legendre, pero algunas caracteristicas particulares
se pueden leer aqui.

B.6. Polinomios de Jacobi

Los polinomios de Jacobi (ocasionalmente llamados polinomios hipergeométricos) P,g“’ﬁ ) (x)
son una clase de polinomios ortogonales. Los polinomios de Gegenbauer o hiperesféricos, y
por lo tanto también los polinomios de Legendre, polinomios de Zernike y polinomios de

100

,lz| > 1.


https://dlmf.nist.gov/14.2
https://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_function
https://dlmf.nist.gov/14.8
https://dlmf.nist.gov/14.20
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Chebyshev, son casos especiales de los polinomios de Jacobi. Estos importantes polinomios
se pueden definir de varias formas equivalentes:

= Por medio de la funcién hipergeométrica como sigue
1
P,S“’ﬂ)(z) = L: )n »F (—n,l +oa+B+ma+1l; %(1 — z)) , (B.26)
donde (« + 1), es el simbolo de Pochhamme. En este caso, la serie que define la funcién

hipergeométrica es finita (por ser el pardmetro 2 = —n un entero no positivo), por lo
que podemos obtener la expresién equivalente:

wp),_\ _ Dla+n+1) Lo n\T(a+B+n+m+1) (z—1\"
P (Z)n!F(oa—l—ﬁ—l—n—l—l)”;O(m) F(a+m+1) ( 2 ) - (B27)

Tal vez sea de utilidad para el lector recordar que la funcién hipergeométrica se define
para |z| < 1 por la serie de potencias
z" abz a(a+1)b(b+1) 2>

(o)
zFlabcz:Z Jn( :1+——+

_— B.
(c) c 1 clc+1) 21 + (B.28)

Esta no esta definida o vale infinito si ¢ es un entero no positivo ya que (7), es, como
ya hemos dicho, el simbolo de Pochhammer, que se define como

1 n—0
(q)n N {q(q+1)"'(5]+n—l) n>0. (B.29)

De esta forma es trivial notar que la serie se reduce a una suma finita si 2 0 b es un
entero no positivo.

= Por la férmula de Rodrigues:

PP = U L fa—ara42f (1-2)"). Bao)

2"n! dz"
Sia = B = 0 se reduce a los polinomios de Legendre:

L
2mp! ﬁ(

Py(z) = 22— 1) (B.31)

= Como soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden

1—x"+(B—a—(a+Bp+2)x)y +n(n+a+p+1)y=0. (B.32)

= Otras posibilidades que se pueden leer aqui.

La representacion de polinomios de Jacobi como funciones hipergeométricas nos permite
deducir gran cantidad de propiedades de los mismos. De entre todas ellas, nos permitimos
destacar aqui la que resulta de vital importancia en el capitulo 4: para valores muy gran-
des del pardmetro B, los polinomios de Jacobi se comportan como los de Laguerre. Mds
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concretamente, [Sze39, Formula 5.3.4]:

L (r) = lim PP (1-2p71r). (B33)

B—o0

Serd de nuestro interés una propiedad concreta de los polinomios de Jacobi conocida como
férmula de Darboux. Esta afirma que

1 11,81 t g Jy-a(t)

2

uniformemente en conjuntos compactos. En el caso concreto de los polinomios ultraesféricos
o de Gegenbauer el conocido como teorema de adicién que afirma que
d+1 k,d
o'y 1 M

Ci(p-q) = M) Y Yii(p)Yii(q), (B.35)

. M(k,d . . L. Lo .
siento {Yy;} j:(l ) una base ortonormal arbitraria de esféricos arménicos con valor propio

k(k+d —1). Animamos fuertemente al lector a recurrir a algunas de las fuentes citadas u
otras de las muchas disponibles para leer méas acerca de estas funciones.
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