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Introduccion

Las integrales singulares son unos de los operadores mas estudiados en andlisis arménico. Forman una
clase bastante amplia de operadores que aparecen en distintas dreas del andlisis matematico, como son
las ecuaciones en derivadas parciales o el andlisis complejo. El estudio sisteméatico de estos operadores
de manera abstracta permite relacionar operadores a priori distintos pero que realmente tienen mucho
en comun. Este proceso de abstraccién es clave en todas las ramas de las matematicas, no sélo en el
analisis.

El analisis diddico consiste, grosso modo, en hacer una particién del espacio en cubos cada vez méas
pequenos, de manera que formen un reticulo diddico, y elegir de cierta manera estos cubos en funcién
de lo que se quiera probar. Una de las técnicas més utilizadas es la conocida cono descomposicion
de Calderén-Zygmund, empleada por primera vez por Calderén y Zygmund en su célebre articulo
[2], publicado en 1952. Esta técnica es una construccién relativamente sencilla pero muy ttil: este
documento la utilizaremos continuamente para demostrar una gran variedad de resultados, desde
desigualdades débiles hasta desigualdades de tipo Hélder inversa.

Los operadores de Calderén-Zygmund son una clase de operadores integrales singulares que tienen
una representacién mediante un nicleo con ciertas propiedades de regularidad. Este clase de operadores
incluye operadores importantes por derecho propio como la transformada de Hilbert, las transformadas
de Riesz o el operador de Beurling. En las aplicaciones, es habitualmente interesante obtener resultados
de acotacién para espacios de tipo LP(w), siendo w una funcién peso perteneciente a la clase A, de
Muckenhoupt. En particular, desigualdades con peso del tipo

(/ |Tf<x>|pw<x>dx>’lj <c(/ |f<x>\pw<x>dx)’l’ .

Para operadores T' de Calderén-Zygmund y pesos w de la clase A, de Muckenhoupt, este resultado
es bien conocido (véase por ejemplo [5] o [12]). Lo que no estaba tan claro hasta hace poco era la
dependencia de la constante C' en el operador 7'y en la constante de Muckenhoupt A, del peso w.

La clase de pesos A, fue introducida por Muckenhoupt en [21] en el ano 1972. Uno de los resultados
mas relevantes sobre pesos en esta clase es la conocida como desigualdad inversa de Holder. Es un
resultado ya clasico, pero nos interesa una versién moderna, en la que el exponente esta cuantificado,
demostrada en 2012 por Hytonen, Pérez y Rela en [15].

El problema de lograr la dependencia precisa de la norma de los operadores de Calderén-Zygmund
en la constante A, del peso w fue finalmente resuelto en 2012 por Hjtonen en [13], donde el autor da
una prueba del ahora conocido como teorema As, pues antes era una conjetura. Este teorema afirma
que la norma en LP(w) de un operador de Calderén-Zygmund 7' se puede acotar por

1Tl oy < caCrlwlf 0.
Se denomina teorema Ao porque, antes de que fuera probado, era conocido que el caso p = 2 implicaba
el resultado para el resto de valores de p, como comentan Duoandikoetxea y Rubio de Francia en [8].

Antes de que Hitonen probase el teorema As para todos los operadores de Calderén-Zygmund, ya
se habian demostrado resultados parciales para operadores concretos: Petermichl lo demostré para la
transformada de Hilbert en [23] en 2007 y para las transformadas de Riesz en 2008 [24], y Petermichl
y Volverg lo demostraron para el operador de Ahlfors-Beurling en 2002 [25].



vi 0.1. Abstract

La prueba que damos en este documento del Teorema Ay la dio Lerner en 2016 [19], y se basa en
dominar los operadores de Calderén-Zygmund por otros mas manejables, conocidos como operadores
sparse. Estos operadores toman los promedios en una familia de cubos esencialmente disjuntos. En
cierto sentido, se parecen al operador maximal de Hardy-Littlewood, aunque en la practica son mas
sencillos de manejar que éste ultimo. La teoria de estos operadores es reciente y estan resultando muy
utiles a la hora de dominar integrales singulares, no sélo para operadores de Calderén-Zygmund.

En este documento trataremos ademas otro tipo de integrales singulares, las integrales singulares
rough. Como su nombre sugiere, estan representadas por un nicleo que no tiene regularidad, por lo que
no entran dentro de los operadores de Calderén-Zygmund. Al no tener esta regularidad, es mas dificil
trabajar con estos operadores. En particular, no estd claro si el teorema As es cierto para las integrales
singulares rough. En este documento obtenemos un andlogo de este Teorema obtenido por Hytonen,
Roncal y Tapiola en 2017 en [16]. Esta demostracién se basa en el mismo principio de dominacién
de los operadores de Calderén-Zygmund por operadores sparse en que se basaba la demostracién de
Lerner, pero el resultado que se obtiene es peor. Concretamente, se obtiene

2méx(1,p/—1
1T oy < caCrll 307D,

para un operador T integral singular rough. En el caso de p = 2 se obtiene una dependencia cuadratica
en la constante Ay del peso w. En el mismo articulo en que prueban este resultado, Hitonen, Roncal
y Tapiola conjeturan que el teorema A, se deberia cumplir también para estas integrales singulares
rough. Todavia esta conjetura no esta resuelta.

El objetivo de este documento es estudiar y entender ciertas desigualdades con peso para integrales
singulares. La exposicion esta dividida en 4 capitulos.

En el primero, presentamos herramientas que se utilizan en el resto del documento. Excepto en
la seccién dedicada a la descomposicién de Calderén-Zygmund, no entramos demasiado en detalles ni
en demostraciones; nos contentamos con enunciar los resultados que necesitaremos. Aunque bastantes
los temas que presentamos en este primer capitulo se suelen ver en cursos de nivel de master, damos
referencias de los resultados que exponemos.

En el segundo capitulo, estudiamos las clases de pesos conocidas como A,. Damos la definicién
de esta clase y las propiedades béasicas, como la caracterizacién en términos del operador maximal de
Hardy-Littlewood y la desigualdad inversa de Holder. Finalmente, describimos la clase Ao, y damos
un resultado moderno sobre la desigualdad de Holder inversa, concretamente una cuantificacion del
exponente que aparece.

En el tercer capitulo estudiamos las integrales singulares. Empezamos con la transformada de
Hilbert, para continuar con las integrales singulares rough y terminar con los operadores de Calderén-
Zygmund. Para cada uno de estos operadores demostramos acotacién en los espacios LP respecto de
la medida de Lebesgue bajo diferentes condiciones en el nucleo.

El cuarto y dltimo capitulo es el principal de este documento. En él demostramos varias desigual-
dades con peso. Comenzamos dando una demostracion més o menos clasica de las desigualdades con
peso para operadores de Calderén-Zygmund y pesos en A,. Luego, introducimos una herramienta
muy util para demostrar este tipo de desigualdades: los operadores sparse. Utilizando estos opera-
dores, conseguimos dominar los operadores de Calderén-Zygmund y como consecuencia damos una
demostracién del celebrado Teorema A,. Para terminar el capitulo, damos una desigualdad con peso
para integrales singulares rough, utilizando el teorema As en su demostracion.

0.1. Abstract

The main objective of this document is to study and to understand certain weighted inequalities for
singular integrals. The exposition is organized in 4 chapters.

On the first chapter, we present the basic tools that we are going to use in the following chapters.
Except for the Calderén-Zygmund decomposition, we do not provide details or proofs of the main
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theorems we state. Even though many of the topics covered in this chapter are usually seen in graduate
courses, we provide for sources of every result we state without proof.

On the second chapter, we cover the A, class of weights. We give the definition of this class and we
give proof of the basic properties, such as the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator
and the reverse Holder inequality. Finally, we describe the A, class and we give a rather modern
result concerning a quantification of the reverse Holder inequality.

On the third chapter, we study singular integrals. First, we introduce the Hilbert transform and we
proof its basic boundedness properties. We then introduce the rough singular integrals and we use the
method of rotations to proof their boundedness. Finally, we introduce Calderén-Zygmund operators,
and their maximal truncated operators.

The final chapter is the main chapter of this document. Here, we discuss weighted inequalities
for the singular integrals we saw on the third chapter. First, we proof the standard wheigted norm
inequalities for Calderén-Zygmund operators for weights of class A,. Then, we introduce the sparse
operators, which are a very useful tool when studying these norm inequalities. Using these operators
we are able to prove the Ay Theorem for Calderén-Zygmund operators. Finally, we prove, using the Ao
Theorem for Calderén-Zygmund operators, a similar but weaker theorem for rough singular integrals.

0.2. Laburpena

Lan honen helburu nagusia integral singularrentzako desberdintzak pisuekin ulertzea eta ikastea da.
Azalpena lau kapitulutan banatuta dago.

Lehenengo kapituluan, beste kapituluetan erabiliko ditugun tekninka batzuk aurkezten ditugu. Ho-
rretarako ez dugu xehetasun handiko azalpena egingo, Calderén-Zygmund-en deskonposizio teknikari
buruz izan ezik. Hala ere, erreferentziak emango ditugu aurkezten dugun guztiari buruz, masterreko
kurtso askotan gai hauek agertzen diren arren.

Bigarren kapituluan, A, pisu klasea aurkezten dugu. Honen definizioa eman eta, ondoren, oinarriz-
ko propietateak azaltzen ditugu, hala nola Hardy-Littlewooden funtzio maximalaren bornapena eta
Holderren alderantzizko desberdintza. Azkenik, A, klasea definitzen dugu eta Holderren alderantzizko
desberdintzaren bertsio moderno bat frogatzen dugu.

Hirugarren kapituluan, integral singularrak ikasten ditugu. Lehendabizi, Hilberten transformatua
azaltzen dugu; gero, rough integral singularrak azaltzen dugu, eta haien bornapena frogatzeko birake-
ten metodoa erabiltzen dugu. Amaitzeko, Calderén-Zygmund motako operadoreak azaltzen dira, bai
eta haien operadore maximal trunkatuak.

Azken kapitulua lan honen kapitulurik garrantzitsuena da. Hemen azaltzen da bigarren eta hiru-
garren kapituluetako nahasketa naturala: integral singularrentzako desberdintzak pisuekin. Lehenik,
Calderén-Zygmund operadoreentzat desberdintza klaskikoa frogatzen da. Gero sparse operadoreak
azaltzen dira, oso erabilgarria den teknika bat osatzen dutenak. Sparse operadoreak erabiliz, Calderén-
Zygmund operadoreentzako As teorema frogatzen dugu. Teorema hori erabilita, antzeko enuntziatu
bat lortzen dugu rough integral singularrentzat, azkene teorema hau nolabait ahulagoa izanik.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos las herramientas basicas que utilizaremos a lo largo del trabajo. Con
intencion de no desviarnos excesivamente del tema, omitiremos ciertas demostraciones, remitiendo
siempre a la bibliografia. Los resultados que estdn directamente relacionados con el tema que tra-
tamos estan rigurosamente demostrados (e.g. el teorema de descomposicién de Calderén-Zygmund),
mientras que los que son algo més generales no los demostrmos en este documento (e.g. los teoremas
de interpolacién).

1.1. Desigualdades débiles y teoremas de interpolacion

Definicién 1.1. Sean (X, u), (Y, v) dos espacios de medida. Sea 1 < p < ooy sea T' un operador (lineal
o sublineal) de LP(X) en el conjunto de funciones medibles de Y en C. Diremos que T estd acotado

de LP(X) a LI(Y) si
/ T fPdp < C / P,
X Y

para toda f € LP(X), y cierta constante C' > 0 independiente de f. Asimismo, diremos que T es de
tipo débil-(p, p) si satisface

C
Vo [T1@) > M) < 5 [ 1fPdn
X
para toda f € LP(X) y para toda A > 0, con C' > 0 una constante independiente de f y de A.
Observacién 1.2. Un operador acotado en LP es de tipo débil (p, p).

Normalmente trabajaremos en el espacio euclideo R? con la medida de Lebesgue. Dado un conjunto
medible E C R%, denotaremos por |E| la medida de Lebesgue de E, como es habitual.

Otro concepto que utilizaremos en este documento es el de convergencia en medida. Es un concepto
més débil que la convergencia en norma L', pero es 1til en ciertas ocasiones, sobre todo cuando estamos
trabajando con desigualdades de tipo débil.

Definicién 1.3. Sea (f,) una sucesién de funciones medibles. Decimos que (f,,) converge en medida
a cierta funcion medible f si para todo € > 0,

Jim [ fu(a) = f@)] > | = 0.

El limite en medida de una sucesion es, en caso de existir, unico, salvo identificaciones en un
conjunto de medida nula.

También utilizaremos el siguiente teorema en alguna ocasién, en referencia a ciertos operadores
maximales que apareceran cuando trabajemos con integrales singulares. La demostracién se puede
encontrar en [5].
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Teorema 1.4. Sea {Ti} una familia de operadores lineales en LP(X) y consideremos el operador
" f(x) = sup [Ty f(2)].
Si T* es (p,q)-débil, los siguientes conjuntos son cerrados en LP,
{fell:limT,f(x)=f(z) ctp.},
t—to
{f € LP: emiste lim T f(z) c.t.p.}.
t—to

Como consecuencia de este ultimo teorema, si queremos demostrar la existencia en casi todo punto
de ciertos limites de operadores, bastara con probar que el correspondiente operador maximal cumple
alguna desigualdad de tipo débil y que el limite existe para las funciones de, digamos, la clase de
Schwartz o indefinidamente diferenciables y de soporte compacto.

A continuacién damos dos resultados que utilizaremos més adelante. El primero es una conocida
manera de calcular ciertas integrales y el segundo es un lema debido a Kolmogorov.

Lema 1.5. Sea f una funcion integrable y no negativa en un espacio de medida (X, p), y sea n > 0.
Entonces

/ fdp = /OO N u({x € X f(x) > A}dA.
X 0

Lema 1.6. (Kolmogorov) Si S es un operador (1,1)-débil, 0 < n < 1 y E un conjunto de medida
finita, existe C' = C(n,S) tal que

[ 1st@rds < CIBIAIL.
Demostracion.
[ 1ss@Pda=n [N € B 155w > Alay
< [ tin (181 1511 ) ay

Cisih/m . )
—77/ NG |E]d)\+77/ N2 £[lndA
0 Clflh /2]

— n _
= CIfITIE " + FC"IEI1 "I
< CIEI""|IfIY. i

Una herramienta muy util dentro del anélisis matemaéatico es la interpolacién. En este trabajo
utilizamos tres teoremas de interpolaciéon. No vamos a incluir aqui las demostraciones porque no
entran dentro del objetivo de este documento, pero si que damos referencias de dénde se pueden
encontrar. El teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz se puede encontrar en [5], el de Riesz-Thorin
se puede encontrar en [26], y el de interpolacién con pesos de Stein-Weiss se puede encontrar en [29].

Teorema 1.7 (Interpolacién de Marcinkiewicz). Sean 1 < pg < p < p1 < oo y T un operador sublineal
de tipo débil (po,po) y (p1,p1)- Entonces T es acotado en LP.

Teorema 1.8 (Interpolacién de Riesz-Thorin). Sean 1 < py < p1 < 0o y T un operador lineal acotado
en LPi con norma M;, j = 0,1. Entonces, para A € (0,1) y
1 1=Xx A

)

p bo b1

T es acotado en LP con norma M < Mol_’\Mf‘.
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Teorema 1.9 (Interpolacién con pesos). Sean 1 < pg < p1 < 00, wo, w1 funciones medibles no

negativas en R? y T un operador sublineal acotado en LPi (wj;) con quasi-norma M; para j = 0,1. Es
decir,

/ \Tf|pjwjda;§Mj/ |flPiw;de, j=0,1.
Rd R4

Entonces, si A € (0,1),

1 _1-A + i7 w = wg(lfx\)/powfx\/m’

b Po p1

T : LP(w) — LP(w) con quasi-norma M < Ma=*M;.

1.2. El operador maximal de Hardy-Littlewood

Uno de los operadores més usados en andlisis armonico es el operador maximal de Hardy-Littlewood.
En este documento utilizaremos su versiéon dada por cubos. Lo precisamos en la siguiente

Definicién 1.10. Sea f € L} (R%). La funcién maximal M f se define para € R? como

loc
1
M f(x) _SZPLQ]/Q | f1,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos ) que contienen a x. El operador que a cada funcion le
asigna su funcién maximal se conoce como el operador maximal de Hardy-Littlewood, y lo denotaremos
por M.

El operador M es un operador sublineal. Si f € L>®(R?), entonces es claro que |M f(z)| < || f]lco,
con lo que M estd acotado en L™ (]Rd). Usando el lema del recubrimiento de Vitali, se demuestra que
M es de tipo débil-(1,1), con constante menor o igual a 3¢. Como consecuencia, por el teorema de
interpolacién de Marcinkiewicz, concluimos que el operador M es acotado en LP (Rd) sil <p< oo
Es més, podemos dar una estimacién de la norma de M en LP, || M|, < cgp’, donde p’ es el exponente
conjugado de p, 1/p+1/p’ = 1y ¢4 denota una constante dimensional. Esta cota aparece al fijarse en
las constantes que aparecen en la demostraciéon del Teorema 1.7 que aparece, por ejemplo en [5].

Es un hecho conocido que M no es acotado en L'. De hecho M f no tiene por qué ser integrable
si f es integrable.

Uno de los objetivos de este documento es estudiar la acotacion de este operador y sus gene-
ralizaciones en espacios de medida diferentes al usual. En concreto, nos interesan ciertas medidas
absolutamente continuas, a las que se denominan pesos.

Definicion 1.11. El operador maximal centrado es el operador M, que a cada f € Lllo C(Rd) le asigna
la funciéon dada por

1
Mef(@) =sup o [ 170,
o 1QlJg
donde el supremo se toma sobre todos los cubos () centrados en x.

Definicién 1.12. Sea w € L} (R?) una funcién positiva en casi todo punto. El operador maximal

loc
centrado con peso w es el operador MY que a cada f € L}, C(Rd) le asigna la funcién dada por

bt =su L w
My fte) = s o [ 1@t

donde el supremo estd tomado sobre todos los cubos con centro z, y w(Q) denota la medida w de @,
es decir, w(Q) = [, w.
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Teorema 1.13. Sea w € L} (RY). Entonces el operador MY es de tipo débil (1,1) con constante
independiente de w, es decir,

w(fo: MEf() > AP < § / Flw,

con C' independiente de w.
Para demostrar este resultado, utilizamos el teorema del recubrimiento de Besicovitch (véase [11]).

Teorema 1.14 (Besicovitch). Sea E un conjunto medible acotado en R? y F = {Q(z,7(x))}eer
un recubrimiento de E de manera que cada elemento de F es un cubo centrado en un punto de E.
Eziste una constante cq (que solo depende de la dimension y no de F) y existen cq subfamilias de F,
Ay, ... Ay, cada una formada de cubos disjuntos, que cumplen E C Ui, Ugea, Q.

Demostracion del teorema 1.13. Como w define una medida regular, es suficiente comprobar que todo
conjunto compacto E C {x : M¥ f(xz) > A} cumple AMw(E) < C [pq|f|w. Para ello, cubrimos E con
un recubrimiento del tipo que pide el teorema. Si x € E, entonces MY f(x) > A, por lo que existe un
cubo @, centrado en z tal que sz | flw > w(Qz)A. Asi, obtenemos un recubrimiento F de E. Por el
teorema de Besicovitch, existen ¢4 familias A; formadas de cubos disjuntos, cuya unién cubre todo E.
Entonces, usando que los cubos de A; son disjuntos en las igualdades tercera y quinta, observamos
que

cd cd

wJ U@y u o=

> w(@)
1 QcEA,

J=1QeA; 7j=1 QEA; j
1 & C4d
S /\flw—AZ/ w3y [ =5 [ e O
j=1 QEA, Ugea,; Q j=1 /R4 R?

Como corolario de este teorema, deducimos que el operador con peso centrado M esta acotado en
LP(w) para 1 < p < 0o, con norma que solo depende de p y de la dimensién n. Esto es por el teorema
de interpolaciéon de Marcinkiewicz. MY es acotado en L™ con norma uno, al igual que el operador
estandar de Hardy-Littlewood.

El hecho de que la norma del operador maximal centrado con peso no depende del peso que elijamos
es util para demostrar desigualdades con peso, especialmente si necesitamos tener un control especial
en las constantes que obtenemos en las cadenas de desigualdades.

Otro operador maximal que utilizaremos es el operador maximal logaritmico, definido de la si-
guiente manera.

Definicién 1.15. Sea f una funcién localmente integrable en R?. La funcién

Mof(a) = supesp (Q| / 1ogm) Yal),

donde el supremo es tomado sobre todos los cubos que contienen a x, es la funcion maximal logaritmica
de f. El operador Mj se llama operador maximal logaritmico.

Cuando trabajamos con el operador maximal logaritmico es 1til la desigualdad aritmético-geométri-
ca que viene ilustrada en el siguiente

Lema 1.16. Sea (X,) un espacio de probabilidad (es decir, ;(X) = 1.) Entonces, para todo p > 0 se

cumple )
exo ([ oglstan) < ([ 157)"
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La demostracién del siguiente lema, que puede verse en [14], se basa en la desigualdad de Jensen
y en la acotacion del operador Maximal de Hardy-Littlewood.

Lema 1.17. FEl operador mazimal logaritmico satisface, para todo 1 < p < oo,

1
1Mo fller < P\l Fllo-

1.3. Sistemas diadicos. Descomposicién de Calderén-Zygmund

Definicién 1.18. Sea z € R? y [ > 0. El cubo con vértice z y lado [ es el conjunto

d
Q= H[xjﬂx]' +l)7

J=1

donde z = (z1,...,24). Al punto = + (1/2,...,1/2) le llamaremos centro del cubo @ y lo denotaremos
por cg. Sil = 28 con k € Z llamaremos escala del cubo @ al ntimero k = log, I.

Sea [0,1)? el cubo unidad en R?. Consideramos el conjunto Qg formado por los cubos congruentes
con [0,1)" y que tienen vértices en Z". Dilatando estos cubos por un factor de 2% con k € Z, obtenemos
la familia Qy, es decir, Q) = {2Q : Q € Qp}. La familia estdndar de cubos diddicos es la unién de
todas las familias Qf. Claramente, el conjunto de cubos diadicos es numerable. Con esta construccién,
se cumplen las siguientes afirmaciones:

» Todo z € R? est4 contenido en un tdnico cubo de cada familia Q.
= Dos cubos diadicos son disjuntos o uno estd contenido dentro del otro.

= Cada cubo de Qf esta contenido en un unico cubo de Q1 y contiene 2" cubos de Q1.

Claramente, la eleccién del cubo unidad es arbitraria. Podriamos haber escogido cualquier otro
cubo y mediante el mismo argumento habriamos obtenido otra familia distinta de cubos diddicos,
pero con las mismas propiedades. En cualquier caso, cuando hagamos una eleccién de un sistema
diddico diferente al estandar mencionaremos cudl es el cubo base.

El resultado que presentamos ahora explica la importancia de esta particion del espacio mediante
cubos. Es un resultado muy 1til en analisis, y lo utilizaremos numerosas veces en este documento.
Esta descomposicién aparecié en el articulo de Calderén y Zygmund [2], quienes lo utilizaron acotar
integrales singulares.

Teorema 1.19 (Descomposicién de Calderén-Zygmund). Sean f € L'(RY) una funcion no negativa
y A > 0. Existe una sucesion de cubos diddicos {Q;} tal que

(i) flz) <A etz EU;Qj,
(i) |U; Qs1 < 3l
(iil) A < fq, < 2"\, para todo j, siendo fq, = IQilg\ fQj f.

Muchas veces, usaremos este teorema al probar desigualdades de tipo débil para ciertos operadores.
Lo usual es dividir la funcién f en dos funciones b y g, y tratarlas por separado. En concreto, f = b+g
con b =3 b;, siendo bj(z) = (f(z) — fo,)Xxq,(z) . Los nombres b y g vienen del inglés bad y good,
que hacen referencia al comportamiento de ambas funciones.

Para demostrar el Teorema 1.19, utilizaremos el operador maximal diaddico.

Definicién 1.20. Sea f € L} (R?). La esperanza condicional de f respecto a Qj es la funcién

Eyf(z) = ZQer foxq(z). La funcién maximal diddica de f, Myf, es la funcién dada por
Mg f(x) = Sup | Bk f(x)]. (1.1)

El operador M, se llama el operador maximal diddico.
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Es facil ver que el operador maximal diddico esta puntualmente acotado por el operador maximal
de Hardy-Littlewood. Con este hecho y con el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue, se demuestra
inmediatamente esta

Proposicién 1.21.
(i) My es de tipo (1,1)-débil con constante C = 1.

(i) Hmp_oo Erf(x) = f(x) en casi todo punto si f € L] (R?).

loc

Demostracion del Teorema 1.19. Haremos un argumento de parada. Si ) es un cubo diddico de la
familia Q; en el que A < fg entonces,

1 1 1
Aol /Qf < gl = Zallflu e,

de donde se deduce que j < Zlogy(]|f|l1/A). Es decir, que el lado de @ no puede ser demasiado
grande. Por ello, empezamos con los cubos de la familia Qf con kg el mayor ntimero entero menor que
élogQ(H fll1/A). Escogemos los cubos @ € Qp, que cumplen X < fgo. En el siguiente paso, escogemos
los cubos @ € Qp,—1 que no estén contenidos en un cubo que hayamos conseguido antes, y que
cumplan la misma condicién A < fg. Repetimos este proceso para todo j < kg. Asi, conseguimos una
familia numerable de cubos diddicos {Q;}. Esta es la familia que buscdbamos. Comprobemos ahora
que cumple las condiciones que dice el teorema.

Sea Q = U;Q;. Entonces Ejf(x) < A para todo k € Z y para casi todo x ¢ . Por la segunda
afirmacion de la proposicién anterior, es obvio entonces que f(z) < A para casi todo x & €.

Por la construccién de los cubos que forman Q, vemos que Q = {z : Myf(x) > A}. Como My es
de tipo débil-(1,1), concluimos que || < 1|/ f|l1.

Si @); estd en la descomposicién, sea Qj el cubo diadico de la generacion anterior que lo contiene.
Entonces Qj no ha entrado en la descomposicién. Tenemos la desigualdad fg, > A, por ser () miembro
de la descomposicion. Por otro lado,

3. 2d
fQj:‘Qi]|~ f§~/~f§2d)\,
Q411Q51 Jo;~ Q41 Jq;
donde hemos usado que f > 0y que Qj no habia entrado en la descomposicion. ]

1.4. La clase de Schwartz y la transformada de Fourier.

Este es un tema conocido del anélisis matematico, por lo que no entraremos en detalles en esta seccion
con animo de mantener la longitud de este documento razonable. Una exposiciéon de este tema puede
ser encontrado en los libros [5] o [12].

Definicién 1.22. Sea f una funcién en RY. Diremos que f pertenece a la clase de Schwartz, y
escribiremos f € ., si f es infinitamente diferenciable y para cada «, 8 € N¢, se tiene

sup |Df(z)z"| < oo.
z€R4
La clase de Schwartz .¥ es un espacio de Frechet, es decir, tiene una métrica inducida por una
familia numerable de seminormas de tal modo que es completo. Al contener trivialmente al conjunto
de funciones infinitamente derivables con soporte compacto, la clase de Schwartz es densa en todos
los espacios LP(R%), con 1 < p < oc.
Denotaremos por .’ al conjunto de funcionales lineales continuos sobre .7, y le llamaremos espacio
de distribuciones temperadas. En este espacio consideraremos la topologia débil-*, es decir una sucesion
{T}.} de distribuciones temperadas converge a T si para toda funcién f € .,

lim T, (f) = T(f)-

n—o0
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Bajo ciertas hipétesis de integrabilidad, una funcién f puede definir una distribucién temperada
de la siguiente manera. Si ¢ € ., definimos

7y(0) = [ o(o)f(@)da.

En este caso, identificaremos la funcién f con la distribucién temperada T, diciendo que la distribucién
temperada es una funcién. Pero hay que tener claro que en realidad las distribuciones (temperadas o
no) no son funciones, si no que hay veces en las que se representan mediante una funcién.

Definimos la convolucién de una distribucién temperada w con una funcién de la clase de Schwartz
g como la distribucién temperada

uxg(f) =ulg=f), fe,

con g(z) = g(—z). Se cumple que u * g es una funcién indefinidamente diferenciable que viene dada
por

uxg(r) =ulg(z —)).

Definicién 1.23. (Transformada de Fourier) Sea f € L'(R%). Definimos su transformada de Fourier,
f como la funcién

A

fO= [ f@em=tan,
Rd
donde x - £ denota el producto interior estandar.

Es facil comprobar que la transformada de Fourier de una funcién de L'(R?) es siempre continua.
Pero no tiene por qué cumplirse f e L.

Por la densidad de la clase de Schwartz en L?, se puede definir la transformada de Fourier en L?
y resulta que es de hecho una isometria en ese espacio.

Teorema 1.24 (Plancherel). Sean f,g € L*(R?). Se cumplen las siguientes igualdades.
(0 [fa=113
i) [1fll2 = 1/

Utilizando el Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz, podemos pues definir la Transformada
de Fourier en LP para 1 < p < 2. También se puede definir la transformada de Fourier de distribuciones
temperadas. Si u € ./, definimos su transformada de Fourier @ € .’ mediante

w(¢) =u(e), ¢ € (9).

Con esta definicién, la transformada de Fourier es continua en .&”.

1.5. El espacio BMO

El espacio BMO es un espacio de funciones que cumplen una cierta caracteristica geométrica. Las
siglas BMO provienen del inglés Bounded Mean Oscilation, oscilacién media acotada. Esta clase de
funciones fue descrita por John y Nirenberg en los afios 60, en el contexto de las ecuaciones en derivadas
parciales. Més tarde, Fefferman demosté una manera de identificar este espacio con el dual del espacio
de Hardy H', en el afio 1971. Una exposicién detallada sobre las propiedades de este espacio puede
ser hallada en los libros [5], [10] o [12].

Definicién 1.25. Sea f € Li (R%). La funcién maximal aguda de f es la funcién

NS _
M7 f(z) Slép |Q|/Q|f(y) foldy,
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donde el supremo se toma sobre los cubos que contienen a x. Al operador M# le llamaremos operador
maximal agudo. Si M# f € L™, diremos que f tiene oscilacién media acotada y escribimos f € BMO.
Definimos también

£ 1l = 117 f|oc-

El espacio BMO es un espacio de Banach con la norma ||-||, si tomamos el cociente con las
constantes, es decir, identificando dos funciones que difieren en una constante en casi todo punto. Este
espacio lo denotaremos BM O también.

El operador maximal agudo se puede dominar puntualmente por el operador maximal de Hardy-
Littlewood, es decir, existe una constante dimensional ¢4 > 0 tal que

M#f(a:) < cgM f(z).

Proposicion 1.26. Se tiene la estimacion en norma
191 <sup int o [ 1f(@) ~ alds < Cal]
call fll« < sup inf — x) — aldr < Cql| f|]+,
Q aeC ‘Q| Q

donde el supremo se toma sobre todos los cubos con lados paralelos a los ejes. También se tiene la
estimacion puntual

caM? f(x) < sup inf

L — #
0>z a€C |Q)| /Q|f(y) aldy < CgM™ f(x).



Capitulo

La clase de pesos A4

Generalmente en Analisis Matematico se trabaja con operadores definidos sobre algin espacio LP que
satisfacen una desigualdad de tipo

[ @i <c [ ir@pa.

Muchas veces, es interesante estudiar qué pasa cuando en vez de la medida de Lebesgue dx tenemos
otra medida de tipo w(z)dx. En concreto, suele ser interesante caracterizar los pesos w para los que
se mantiene la condiciéon

/ T () Pw(x)de < C / (@) Pu(a)d

Este tipo de problemas surgen de manera natural en el estudio de las Ecuaciones en Derivadas Parciales
o en Anélisis de Funciones Complejas, entre otros.

La clase de pesos que estudiamos en este capitulo, la clase A,, fue descrita por Benjamin Muc-
kenhoupt en el ano 1972 en su articulo [21]. En el libro de Garcia-Cuerva y Rubio de Francia [10] se
encuentra una detallada exposicién sobre la clase A,,.

2.1. La condicién A4,

Sea w € L}OC(Rd) una funcién no negativa. Lo primero que nos preguntamos es qué condicion tiene
que cumplir w para que el operador maximal de Hardy-Littlewood satisfaga una desigualdad de tipo
(p, p)-débil respecto de w, cuando 1 < p < oo. Es decir, queremos concretar qué condicién es necesaria
para que si f € LP(w) y A > 0,

w{z e RY: Mf(z) > A}) < )\p/]f )|Pw(x (2.1)

Supongamos que M satisface la desigualdad (2.1). Sea f > 0 y @ un cubo tal que fg > 0. Sea
también A un nimero positivo tal que 0 < A < fg. Asi, Q C {x : M(fxg)(xz) > A} y por tanto

_)\p/\f Ww(z)dz, Y0< A< fo,

lo que implica

w(Q) (fo) < C /Q fPw, ¥ e PR, (2:2)
Elegimos ahora S C ) un subconjunto arbitrario, y f = xg para obtener
1S1\*
w(Q) Ql < Cw(S) VS cCQ. (2.3)

9
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De esta desigualdad deducimos que w > 0 en casi todo punto (a no ser que sea idénticamente nula)
y que ademé&s w € L}Oc(Rd), asi que no hemos perdido generalidad al suponer al principio que w era
localmente integrable.

En efecto, para ver que w es positiva: si w = 0 en A, con |A| > 0, elegimos S = ANQ y obtenemos
w(Q) = 0 para todo cubo @ que interseque a A. Asi, w = 0 en casi todo punto de todo cubo que
interseque a A y, cogiendo cubos cada vez més grandes, w se anula en casi todo punto de R?, luego w
es idénticamente nula.

Para ver que w es localmente integrable, supongamos que no lo es. Entonces existe un cubo @)
con w(Q) = oo. Por la desigualdad de arriba, vemos que w(S) = oo para todo subconjunto S de Q.
Como ademds W(Q') = oo para todo cubo @' que contenga a @, podemos deducir que w(FE) = oo
para todo conjunto E de medida de Lebesgue no nula. Por tanto, w = oo en casi todo punto de R? y
desigualdades como (2.1) son triviales por lo que carecen de interés. Asi que no perderemos generalidad
suponiendo que w es localmente integrable.

Consideramos de manera separada los casos p = 1 y p > 1 porque resultan expresiones distintas
respecto a la integrabilidad de w.

Caso p = 1. En este caso, si reordenamos la desigualdad obtenida, vemos que

w(@Q) _ u(S)
o =98

para todo subconjunto S de cualquier cubo Q. Sea a = ess inf{w(x) : z € Q} = sup{A > 0: [{z :
w(x) > A} = 0}. Dado un ¢ > 0, existe S; C @ tal que |S;| > 0y w(z) < a+ ¢ para todo x € S..
Obtenemos la desigualdad
w(@) _ w(Se) |5
<C <Cla+e)=:
Q| |5e| |Se|

Haciendo tender € a cero, obtenemos w(Q)/|Q| < C'ess infg w(x), o en otras palabras,

—= < Cuw(z) ct.zeq.

1
Caso p > 1. Escogemos f = w1-rxg en (2.2) para obtener

1 —1\? —1
R p—1 C p—1
w@ (g [w) < [t
1 1 —1\P!
el il =1 C
(,Q‘/Qw>(‘Q|/Qw ) <e
para todo cubo Q.

Los argumentos que hemos hecho justifican la siguiente

lo que es equivalente a

1
loc

Definicién 2.1. Sea 1 < p < oo. La clase de pesos A, es el conjunto de w € L (R%) para los que

existe una constante C' > 0 tal que para cada cubo Q C R,

M <Cw(x), ct.xe@, si p=1; (2.4)

Q|

-1
<@/€2w> <|22/pr_—ll>p <C, si 1<p<oo. (2.5)

El infimo de tales constantes C' se denota [w], y se llama la constante A, de w.
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Lo primero que observamos es que A, no es un espacio vectorial, al ser todas las funciones no
negativas.

La condicién (2.4) es equivalente a que la funcién maximal de Hardy-Littlewood Mw esté acotada
puntualmente por w. Més precisamente, w € Aj si y sélo si existe C' > 0 tal que

Muw(z) < Cw(z) ct.zeRY (2.6)

En el caso especial de p = 2, la condicién As para un peso w es

= (i ) () <

(i) La medida de Lebesgue, correspondiente a w = 1 estd en A, para todo 1 < p < oo.

Ejemplos 2.2.

(ii) Siw € L*, con w™! € L™, entonces w € A;.
(ili) w(z) = |z|" estd en A, siy sélosi —d <r < d(p—1).

En la siguiente proposicién escribimos propiedades de los pesos de clase A, que son consecuencia
inmediata de la definicién.

Proposicién 2.3 (Propiedades de los pesos A,). Sea 1 <p < oo y sea w € A,.
(i) Sea zo € R, Entonces wy,(z) = w(x — x0), el trasladado de w, sigue estando en Ap.
(i) SiA>0, d\w e A,.
(iii) St wy(x) = w(Ax), wy € Ap.

Dentro de la prueba del Teorema 2.5 se demuestra el siguiente resultado que es importante y que
merece la pena que sea enunciado como resultado independiente.

Lema 2.4. Sea w € Ap. La medida w(z)dx es duplicadora en el sentido siguiente: para A > 1 y Q
cubo,

wAQ) < APlw]4,w(Q),
donde \Q denota el cubo con mismo centro que @ y lado [(AQ) = N(Q).

Hemos definido la clase A, de pesos como condicién necesaria de que el operador maximal de
Hardy-Littlewood sea de tipo (p, p)—débil. Pero resulta que es realmente una caracterizacion.

Teorema 2.5. Sea 1 < p < 0. La desigualdad

w(fe s M7(2) > M) < 5 [ f@Pul

se satisface para alguna C' > 0 y toda f € LP(R?) si y sélo si w € A,.

Demostracion. Como hemos comentado antes de enunciar el teorema, la necesidad de la condicién
A, viene garantizada por la discusién previa. Para ver la suficiencia, primero lo demostramos para el
operador maximal centrado M,.. Separaremos los casos p =1y p > 1.

Caso p = 1. Supongamos que w satisface (2.6). Sean A > 0y f > 0. Hacemos la descomposicién
de Calderén-Zygmund (Teorema 1.19) del espacio a altura A . Obtenemos una familia numerable de
cubos disjuntos, {Q;} tales que

fay<retag|JQ=9,
J
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Iméi/ﬁ

<29

< 1
|QJ| Qj
Recordamos que, dado un cubo P, denotamos por 2P el cubo con el mismo centro y dos veces su lado.
Veamos que se cumple la inclusién

{w: Mf(z) > 472} | 20, = Q~.
J

En efecto, si x € ¥, escogemos () un cubo arbitrario con centro en z, con lado 2¥~1 < 1(Q) < 2F.
Entonces @ interseca a lo sumo a 2¢ cubos del reticulo diddico estandar de lado 2%, digamos Ry, ..., Ry,
(con m < 2%). Como = ¢ Q*, tenemos que los R; no pertenecen a la familia {Q;}; por lo que

1
< \.
mm@f—

Asi, vemos que

2kd

1 Sy by o
@défSZ;m me<§ﬁQum/"f<m2A<4A

por lo que z & {z : M.f(z) > 49\}. Con esto, podemos escribir la cadena de desigualdades

olfe: Mef@) > 443) < QQJ<<§:2”Q”BQ

2d
Z/ (\2@! /szw(x)d:U> dy < Rdf(y)Mw(y)dy

<% [ s,

donde hemos usado en la tdltima desigualdad la condicién A; de w.
Caso p > 1. Sea w € A, es decir, supongamos que w satisface (2.5). Se tienen, pues, las desigual-
dades (2.2) y (2.3). En efecto,

() o) = e G )
(m»/““) Q':w] /uw

lo que prueba (2.2) y, tomando f = xg, también (2.3). También queda probado el Lema 2.4 con este
calculo. En efecto, si Q = 289, se tiene |Q| = 2%|S|. Entonces tenemos

(1Y <y 29
AT >~ Ap AV
Q| "w(Q)
con lo que w(Q) < 2%[w]4,w(S), lo que prueba el Lema 2.4.
Sea ahora f € LP(R?), y supongamos que f € L'(R%). Si f no fuera integrable, tomamos f; =

fXB(o,k) ¥ siguiendo la argumentaciéon que haremos a continuacién, obtendremos la desigualdad con
constante independiente de k y al tomar el limite conseguiremos la misma desigualdad, aplicando el

teorema de la convergencia mondtona.
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Figura 2.1: Esquema de la situacion

Hacemos la descomposicién de Calderén-Zygmund de f a altura A4~?. Obtenemos una coleccién
de cubos disjuntos {Q;} con las propiedades

flz) <47 et wUQ]:m

M</ﬁ

4d
A< — f < 29\,
Q51 Jo

Analogamente al caso anterior, se tiene

{o: Mcf(z) > 2} ¢ |20,
J

donde 2@ denota el cubo de mismo centro y doble lado que Q. Entonces, usando (2.2),

w({z : M.f(z) >A}<§j:m]<cﬂ§j w(Q;)

1
< CQdPZ ( ) /Q | f[Pw < Cde4dpﬁ /}Rd | fPw.
J

Ahora que tenemos la desigualdad débil para el maximal centrado M., la deduciremos para el
maximal no centrado M. Veamos que

{x: Mf(x) > A} C {x: M.f(x) > 279}

Sea x un punto tal que M.f(z) > A. Entonces, existe un cubo @) con centro x que cumple |f|g > A.
Para cada y € (), tomamos @y el cubo con centro y y de lado minimal para que Q C @,. Entonces
1(Qy) < 21(Q), como estd esqueméticamente en la Figura 2.1. Por tanto,

1 Ql 1 Q) Ql,
— [ if 1> fl > > 9-d),
0,1 o, V1 = 10,100 Ja, QN@/' "

lo que implica M,.f(y) > 279\. Ahora, sea y tal que M f(y) > \. Existe un cubo Q) que contiene a y
y con centro x tal que |f|g > A. Entonces, por la argumentacién anterior, M.f(y) > 279\, Asi,

pd
w({z: Mf(x) > \}) <w({z: Mf(z) > 2792} < 02)\1)/ | f(z)|Pw(z)dx. O
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Proposicién 2.6. Los pesos de A, tienen las siguientes propiedades.
(i) Ap C Ay, sip<gq;
(i) we Ay & w T € Ay
(iii) Si wp, w1 € Ay, entonces wowifp €A,
Demostracion. Sea w € Ay y ¢ > 1. Usando la condicién (2.4),

( ! / wq_—11> < ess supg w™(z) = (ess infw(z)) ™ < C’ﬂ.
Q

QI w(Q)
(afy) (@i fye=) <e

lo que implica que w € A, por la condicién (2.5).
Sea ahora w € Ay, con p > 1y sea ¢ > p. Entonces (¢ —1)/(p — 1) > 1. Aplicamos la desigualdad
de Holder para obtener

1 7! 1 g D) 1 L \P!
— wa—-1 < / u)q—lp—1> = (/ wp—1> ,
(|Q| /Q ) (|Q| Q QI Jo

lo que claramente implica que w € Ay, al ser w € A, y teniendo en cuenta la condicién (2.5).

Entonces

1
Sea ahora w € A, y veamos que w »~1 € Ay. Nétese que —1/(p) — 1) = —(p — 1), asi que
1 =1
w P-17-1 = w. Entonces, elevando todo a la potencia (p’ — 1), la condicién (2.5) es equivalente a

(af) G for =) <

ya que (p—1)(p' — 1) = 1. Esto es a su vez equivalente a

1 _1 1 R Pl
(wr/Q“”’ )(«m/cf““’ )7 ) <G,

1
que es precisamente la condiciéon A, para w r-T.

Sean ahora wg,w; € Aj. Tenemos que probar que para todo cubo @)

—1 p—1
<@Lwow}p> (@/Qwé’lw1> < C.

- wi (@)
wi(z)™t < Slclgpwj_l = (igfwj) < Cj < !]Q\ ) , j=0,1.

Como w; € Ay,

Sustituimos en la expresién anterior y obtenemos

(o) (i)
(@) w@\ =\
(e (56) ) (e (56) ™)

_ #w w 1—p #w p%llw p—l_
= (g u@u@) ><|Q|1+1_1p (@) 1(@)) —c O

IN
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2.2. La desigualdad de Holder inversa

Como hemos comentado al inicio de este capitulo, si w € Ap, el espacio L*°(w) coincide con L
respecto de la medida de Lebesge con la misma norma. Esto es porque w es positiva en casi todo
punto. Por tanto, el operador maximal de Hardy-Littlewood es acotado en L*°(w). Como también
es de tipo débil (p,p) con respecto a la medida dw, podemos utilizar el teorema de interpolacién de
Marcinkiewicz para concluir que M es acotado en LY(w), para todo ¢ > p. Esto prueba de una manera
alternativa a la Proposicién 2.6 el contenido

U4, <4,
p<q

Nuestro siguiente objetivo es ver que esa inclusion es en realidad una igualdad. Para ello necesitamos
el siguiente

Teorema 2.7 (Desigualdad de Holder inversa). Seanp > 1 yw € A,. Existen C,e > 0 (que dependen
de p y de w) tales que para todo cubo @,

(afo )™ =1k

Esta desigualdad tiene este nombre porque la desigualdad en sentido contrario es precisamente la
desigualdad de Holder con constante C' = 1.

Lema 2.8. Sea w € A,. Para cada o < 1, existe un B < 1 tal que st Q es un cubo y S C @, con
|S] < a|Q)|, entonces w(S) < fw(Q).

Demostracion. Si en la desigualdad (2.3) sustituimos S por @ \ S, obtenemos la desigualdad

_ I8y w(@Q) —w
w(@)( \@|> < C(w(Q) - w(s))

Reordenando los términos y utilizando la hipdtesis vemos

w(s) < (('Q'|Q'S') -¢) u@ < Yo

Eligiendo =1 — (1 — a)?/C, el resultado es cierto. O

Demostracion. [Demostracién del teorema 2.7] Fijamos un cubo Q. Hacemos la descomposicién de
Calderon-Zygmund de la funcion w en @, a alturas A\g < A1 < ... < Ax < ... Fijaremos la sucesion
més adelante. Obtenemos para cada k& > 0 una familia diddica de cubos {Q4;}, con las siguientes
propiedades

= w(z) < g, stz & U = U;Qx
[ ] )\k < |Qi,]‘ kaJ w S Qd)\k»’
L] Qk—H C Q, al ser A\, < )\k+1-

Fijamos un cubo Q_j, de 4, y nos damos cuenta de que Qy j, N Qi1 serd la unién de ciertos cubos
de Q11. Sean tales cubos {Qr41 11 € I}, Asi, Qg jo N Qg1 = UierQr+1,i ¥ se tiene

29\,
w< —— io -
Z/ N )\k+1 /Q —_— )\k+1|Qk’]O|

el ZGI Qk+1 [ k.30

Qk,jo N Qey1| =
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Queremos usar el Lema 2.8. Para ello, como ain no hemos precisado la sucesién {\}, tomamos

24\,
Ak+1

:a’

formando asf una sucesién geométrica de razén 2¢a~"!, para algin o < 1 atin por determinar. Entonces
el lema implica que existe § < 1 tal que w(Qy j, N Qx4+1) < B. Si sumamos sobre todos los cubos que
forman € obtenemos la desigualdad w(Qxy1) < Sw(Qy). Esto implica directamente que w(Q) <
B¥w(p). Realizamos el siguiente célculo.

[e.o]

1
w1+€ 4+ / w1+s
|Q\/ |Q! Q\Q Q) kZO Q\ s

e 00
AO

1
20 — A\
: Q| Q\Qow+ Q) Z/Qk\gk-‘rl bt
2d (k+1)e
|c2| |@\Z< ) Aow ()
2d (k+1)5
|@| |@Z< > Fru(f)

2d 0 2da k . w(Q)
1*a§3ﬂf@]A0@«

k=0

O

6

Podemos elegir € > 0 para que la serie numérica converja, es decir para que (2‘1071)E 8 < 1. La eleccion
de a pede ser arbitraria siempre que 0 < a < 1. Con esta eleccion de e, que sdlo depende en o, 5,d y
no en el cubo elegido, basta escoger Ao = w(Q)/|Q| para que la demostracién quede finalizada. O

Observacién 2.9. Si w € A, y ¢ es el exponente que nos da el teorema anterior, la desigualdad de
Holder inversa serd cierta para todo exponente n < €.

Corolario 2.10.
(i) Ag = Upcgly, 1< g <o0.
(ii) Siw € Ay, entonces existe € > 0 tal que w'™e € A,.

(iii) Siw € Ap, existen C,6 > 0 tal que si Q es un cubo y S C Q, entonces

19
w9 o (15)
w(Q) Q|
Demostracion. Veamos primero el primer enunciado. Sea w € Ay, lo que implica por la Proposicién

—1
2.6 we-1 € Ay. Entonces existe € > 0 tal que

( 1 / _1+e)1ie <C ;1
N w a-1 71,
QI Jo |Q’

para todo cubo @ con constante C' > 0 independiente del cubo. Sea ahora p > 1 tal que

1 _1+€
p—1 ¢q—1
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Claramente, p < ¢g. Veamos que w € A,.

() Gal) " Gk G )
() Gal )

lo que estd uniformemente acotado al ser w € A,.

La segunda afirmacion es cierta de manera trivial si tomamos € el que nos da la desigualdad de
Holder inversa.

Para la tercera afirmacién, sea S C Q). Si tomamos € el dado por la desigualdad de Holder inversa,

obtenemos ) .
w($) = [ xsw ( / wHE) 81 < cu(@) ('S') -
Q Q Q|

donde hemos utilizado la desigualdad de Holder (la estdndar) en la segunda desigualdad. Despejando,
obtenemos lo desado con § =¢/(1 + ¢). O

A continuacién damos una caracterizacion de los pesos A; que, junto con la Proposicién 2.6 nos
permitird construir pesos en las clases A,.

Teorema 2.11 (Caracterizacién de los pesos Aj).

(i) Sea f € L} (R%) con M f(z) < oo en casi todo punto y 0 < § < 1. Entonces w = (M f)° es un
peso de la clase Ay con constante [w]a, independiente de f.

(ii) Sea w € Ay. Entonces evisten f € L (RY), 6 <1 yk € L> con k=t € L™ tales que w(z) =

k(x)(M f(x))°.

Demostracién. Para probar el primer apartado, tenemos que probar para todo cubo @ C R? y para
casi todo = € Q,

|¢1; /Q (MF) < C(MF(x)).

con constante C' > 0 independiente de f, Q) y x. Sea 2Q) el cubo con mismo centro y lado dos veces
mayor que Q. Escribimos f1 = fx2q, fo = f — fi. Como M es sublineal y 0 < 4§ < 1,

(Mf)° < (Mf1)°+ (Mfo)°.

Al ser M (1,1)-débil, utilizamos el lema de Kolmogorov 1.6 para obtener

1-6
|Q,/ MY ,Q‘ C@IQI ]

<c(iy L m)a < 2O ().

Asi, queda acotada la parte de fi. Para acotar la otra parte argumentamos como sigue. Para y € Q,
sea R un cubo que contenga a y tal que fR |f2] # 0. Como y € Ry fa estd soportada en (2Q)¢ ,
tendra que tener lado al menos mayor que la mitad del lado de @, es decir, I(R) > 1l (Q). Para merta
constante cq > 0, (por ejemplo, cq = 100%) se cumplird € cqR. Asf,

1 1
|R,/R\f2| < ‘R,/%Rm < OMf(z).

Por tanto, M fa(y) < CM f(x) para todo y € Q. Tomando la potencia d y la media sobre @), concluimos

§2| /Q (Mf2)° < C(Mf (),
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lo que prueba el primer apartado del teorema.
Sea ahora w € Ay. Entonces w satisface una desigualdad de Hélder inversa, es decir, existen € > 0,

C > 0 tales que
1
(L) <l
1Ql Jg QI Jo

Es decir, (M (w'*)(z))~17% < CMw(z) < Cw(x) para casi todo z € R%, siendo la tiltima desigualdad
porque w € Aj. Ademss, es claro que M(w'*)(x) > w(z)!™4, con lo que escogemos f = w!*e,
§=0+¢e) 'y k=w(Mf)° Claramente. w = k(M f%), f € L} .y k, k= € L. O

loc

2.3. La clase A

El Corolario 2.10 sugiere que definamos una nueva clase de pesos, la clase Ao, como la clase de
funciones localmente integrables w que cumplan la condicién (iii) de dicho Corolario.

Definicién 2.12. Sea w una funcién localmente integrable en R? y positiva en casi todo punto.
Diremos que w € Ay si existen C,0 > 0 tal que para todo cubo @ y todo subconjunto A C Q se

cumpla
)
o) o (151)'
w(Q) Q|
De esta manera, el Corolario 2.10 nos dice que
U 4, € A
p<oo

Observacion 2.13. Si w € Ay, entonces w(x)dx es una medida duplicadora en el sentido del Lema
2.4. Este hecho tiene la misma demostracién que para el caso p < oo ya que sélo utiliza la condicién A..
Asi, podremos hacer una descomposicién de tipo Calderén-Zygmund respecto de la medida w(z)dz,
de manera analoga al Teorema 1.19.

Lema 2.14. Sea w un peso que cumple una desigualdad de Hoélder inversa, es decir, existen € > 0,

C > 0 tales que
1
1 / 1+5>”5 1 /
— w < — w,
<\Q| Q 1Ql Jq

para todo cubo Q). Entonces w € Axo.

Demostracion. Utilizamos la desigualdad de Holder con exponentes 1 + ¢ y (1 4 ¢)/e para obtener

w(S) = /S w(z)dz < |S|75 ( /S w(x)lﬁdx)lis

1
— ’Q‘ﬁﬁ\li <|612’/w(a;)1+5da?) o
S

C e \5\>1is
[ 1+e |S|1+e = O —t
< ,Q‘/waxrcz\ 5] w(Q)<Q| ;

donde hemos usado la hipétesis en la ultima linea. Claramente, esto prueba que w € A, con exponente
d=¢/(1+¢). O

Con el siguiente resultado probaremos que en realidad Ao = Up<oo4p.

Teorema 2.15. Sea w € Aw. Existe p > 1 tal que w € A,,.
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Demostracion. La demostracién es andloga a la del Teorema 2.7 Sea @ un cubo de R?. Hacemos la
descomposicién de Calderén-Zygmund de la funcién w~! a alturas Ay respecto de la medida w(x)dz,
para cierta sucesién Ao < A\; < ... Esto produce, para cada k > 0, sucesiones de cubos {Qy ;}; tales
que
1

A < / wlw < O, w i (x) <A, Vo & Q= U;Qk,

w(Qk,j) JQu,
Al igual que en la demostracién del teorema 2.7, Qi1 C Qv Qrjo N Q41 es la unién de ciertos
cubos de Q4 1, digamos que {Qy41,}». Entonces

1
w - N Q < w r S / wilw
(deo k+1) = ; (Qk+1, ) Ak41 ; Qk+1,r

1 CA
< h\ / wtw < b\ k w(QkJo)'
k1 JQu k1

A

Sumando sobre jg, obtenemos

CA
(% +1) < T w( Q).
k+1

Elegimos a < 1 para que C\y/Ax11 = @, con lo que A\, = a*)g. Elegimos \g = |Q|/w(Q). Haciendo
un calculo analogo al de la demostracién del Teorema 2.7, llegamos a

i o= ()

Reordenando los factores, vemos que es equivalente a

a 1) (@)

— [ w — [ w) <K,

(!Q\ Q QI Jq

que es precisamente la condiciéon A, para p = (¢ +1)/e. O

Introducimos a continuacién una constante andloga a la constante A, que nos permitira trabajar
con los pesos en Aqo.

1
s =swp s /Q M(wxq)de, (2.7)

donde el supremo se toma sobre todos los cubos con lados paralelos a los ejes de coordenadas y M
representa el operador maximal diddico respecto de Q.

El nombre de la constante [w]4,, viene justificado porque w € Ay siy sélo si [w]a,, < oo. Una
de las implicaciones la demostraremos a continuacién y la otra en la siguiente seccién. Por lo que
parece, no hay consenso en lo que es la constante A., de forma candnica, pero en los articulos que
desarrollaremos en el capitulo 4 defienden el uso de esta constante, asi que trabajaremos con esta.

Siw € As, w € A, para cierto p < oo y, por la desigualdad de Hoélder inversa del Teorema 2.7,
existen K >0y r=14¢>1 tal que

(@ f) = o

Entonces, utilizando la desigualdad de Holder habitual y que la norma de M en L" estd acotada por
cqr’, tenemos

1 1 7‘% /i r% %/i
a1, = (g ey ) <o (g fyvr) < nig [

con lo que [w]a,, < cgr'K < 0.
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Proposicién 2.16. [w]a,, < cg[w]a,, siw € Ax y p < 0.

Demostracion. Introduzcamos la constante [w]’Aoo que puede ser entendida como el limite cuando p
tiende a infinito de [w]4,.

i =5 (1 ) e (g [ ose)

donde el supremo se toma sobre todos los cubos con lados paralelos a los ejes. Si utilizamos la de-
sigualdad del Lema 1.16, vemos que

[wls, < [wla,
para todo p > 1. Veamos para concluir esta demostracién que [w]4
x € (). Se cumple que

< cglw]y_ . Sea @ un cubo y

oo

1

Mwxg)(e) =su {

/w:azGR,Rcubot.q.RCQ}.

Tenemos, por cémo hemos definido [w]’AOO, la desigualdad

iy <o (1 /. bgw) |

Ahora tomamos el supremo sobre todos los cubos R contenidos en ) y que contienen a x para obtener

M(wxq)(x) < [w]'s . Mo(wxq)(x),

para todo = € @), donde My es el operador

o) = o (1 | e

definido en la seccién 1.2. Ahora tomamos la integral sobre @) y aplicamos el Lema 1.17 en la siguiente
cadena de desigualdades para obtener

/Q M(w(xg) < [y /Q Mo(wxq) < [ul's_ca /Q w = caul'y_w(Q):

lo que prueba que [w]a,, < cglw])y  tomando ahora el supremos sobre todos los cubos Q. Queda

demostrada la proposicion. O

Nota 2.17. La constante que hemos denotado [w]'y_ es generalmente mds utilizada que la constante
denotada por [w)a,, para referirse a los pesos de Asy. Hemos optado por utilizar esta ultima constante
porque es mds pequena que la otra y permita probar resultados mds precisos, aunque sea mds dificil
tratar con ella.

En la siguiente subseccién veremos que en realidad [w]4 . < 0o siy solo si w € A

2.3.1. Una cuantificaciéon de la desigualdad inversa de Holder

En esta secciéon damos un version cuantificada de la desigualdad inversa de Holder para pesos en Ao,
con lo que controlaremos el exponente que aparece y también la constante positiva. Como es habitual,
necesitaremos un lema, previo.

Lema 2.18. Sea w € Ao y Q un cubo de RY. Si 0 < e < 1/(2% [w]a.,), entonces

g /Q (Ma(xqu) (@) *de < 2], (@ /Q w(x)dx)ma

donde My denota en este lema el operador mazximal respectivo al sistema diddico generado por Q.
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Demostracidn. Para A > 0, ponemos Q) = {z : Mg(xqw)(z) > A} N Q. Entonces,
| (i) @) = | (Malequ) @) Matxgu)(@)de = [~ X Mg
0

UJQ o
= [ e Muxgu)@ar+ [ ex T Mutxgu) (@)
wQ

= whlw]a, w(Q) —i—/ XTI My (xow) (Q2)dA,
wQ

ya que ) = @ si A < wg. Hagamos ahora la descomposicién de Calderén-Zygmund respectiva al
sistema didadico generado por () de w a altura A, para A fijo. Obtenemos una sucesién de cubos
diadicos a @, {Q;}, maximales respecto a la propiedad

1
— w > A, (2.8)
’QJ’ Qj

de manera que el antecesor Qj de cada cubo (); no cumple la desigualdad. Es mads, todo cubo que
entra en la descomposicién tendrd antecesor contenido en ) ya que A > wg implica que ) no en-
tra en la descomposicién. Ademds, Q) = U;Q; y los Q; son disjuntos dos a dos. En particular,
Ma(xqw)(€y) = >, fQj Mg(xqw). Si Q; entra en la descomposicién, podemos calcular el maximal
diddico de w localizado en @);, es decir,

Ma(wyg) = / Ma(wxa,),
Q; Qj

utilizando la maximalidad de @;. Entonces,
/Q Ma(xqu) < /Q M(xgw) < [wlanw(Q;) < [wla.w(@)) < [w]aMO;| < [w]aA29|Q;),
J J

ya que Qj es el antecesor de Q; en el sistema diddico de @ y por tanto no cumple la condicién (2.8).
Sumando sobre todos los cubos {Q;}, obtenemos

Ma(xqw) () < A2%w]a., |].

Volviendo a a ecuacion de antes,
5/ AT My (xqw) (Q))d) < E2d[w]Aw/ M| |dX < 52d[w]Aoo/ (1 + ) A°|Q|dA
U)Q UJQ 0

1
< e2'fula, [ (Malxgu))*odo < 5 [ (Maw)*d
Q Q

usando la hipdtesis sobre €. Asi,

/Q(Md(XQw)(x))lJredm < st[w]Aoow(Q) + ;/CQ(Md(XQw)($))1+€d:E.

Pasando el segundo sumando al primer término y dividiendo por |Q|, obtenemos

11

271 J, Melqw)@)**do < wgfula

oo

que es precisamente el resultado deseado. ]
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Teorema 2.19. Sean w € Ay, y 0 < & < 1/(2%w]w). Para todo cubo Q C R se cumple

ok = le) -

Demostracion. Utilizaremos una estrategia similar a la del lema. Sea Q) = {z : My(xqw)(z) > A}.
Entonces,

/w1+5dx§/(Md(XQw))Ewd:L‘:/ eXTLw(Qy)dA
Q Q

0

’LUQ o
= / X lw(Qy)dA +/ X lw(Qy)dA.
0 wg
Como en el lema, si A < wg, entonces €2\ = (). Por tanto, el primer sumando resulta ser

w(Q)l—i—e
QI

Para el segundo sumando, hacemos la descomposiciéon de Calderén-Zygmundo de w a altura A en el
sistema diddico generado por Q. Si A > wg, entonces @) no entra en la descomposicién por lo que todo
cubo de la descomposicién tiene predecesor. Obtenemos una sucesiéon de cubos disjuntos {Q;} tales
que

/wQ Xl (Q))d\ = w(Q) /wQ XA = w(Q)(wg)® =
0 0

w > A,

1
Q] Jo,
de manera que el antecesor 2Q); de cada cubo @); no cumple la desigualdad y Q) = U;@Q;. Entonces,
w(Qj) < w(Qj) < A|Q;| = X2%Q;1.

Por tanto, w(€2y) < A2¢|Qy|. Asi, acotamos el segundo sumando por
/ XL (Q))d) < 2d/ XTI |dN < gzd/ (1+ )N ]d)\ = 52d/ (Ma(xqw))'*e.
wQ wqQ 0 Q

Recopilando todo y dividiendo por |@| para hacer el promedio obtenemos, utilizando el Lema 2.18,

a k= (] Q?)HE re [ (Mabxou)

(@) i (o) o) e

Corolario 2.20. w € A si y solo si [w]a,, < oo.

Demostracion. Sea w € As. Como consecuencia del Teorema 2.15, w € A, para algin p finito.
Entonces w satisface una desigualdad inversa de Holder y, por el comentario hecho después de la
demostracién del Teorema 2.15, [w]4, < 0.

Sea ahora w un peso tal que [w]4 < co. Entonces w satisface una desigualdad de Holder inversa
por el Teorema 2.19 y por el Lema 2.14, vemos que w € Aso. O

2.3.2. Otras constantes para pesos en A,

Definicién 2.21. Sea w € A,, con 1 < p < co. Definimos

(w) 4, = méx{[w]a, [w P4}, (2.10)

fwha, = 0]}, max{[wl]_, [ 7]

. (2.11)

oo
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1/p7[ 1— p]l/p

Como sabemos [w] A, ¥, por la Proposicién 2.16, [w]a,, < cqlw]a,, tenemos que

méx{1, }
(w)a, < calwha, < lulfo 7T (2.12)
Utilizando el Teorema 2.19 y las constantes aqui definidas, podemos obtener ciertas desigualdades
de tipo Holder inverso para estas constates que luego emplearemos para obtener desigualdades con peso
para integrales singulares. Este trabajo se hace con el fin de obtener cierto control en la dependencia
en los pesos que aparecen en dichas desigualdades. Si no estuviéramos interesados en mejorar esta
dependencia, el trabajo seria bastante més sencillo.

Corolario 2.22. Sea 1 <p < oo yw € Ay. Para 0 <& <274/(w)a,, se tiene que w'™ € Ay y

[w'+]

é

Demostracion. Primero, nos fijamos en que (1—p)(1—p’) = 1. Entonces (w)1, = (wl_p/)Ap,. También
tenemos

1 1 , 1 1
<wup‘<wkﬂmw‘”m“{muwwwkﬂmw}'

Estamos en posicion de aplicar el Teorema 2.19 con exponente 1 4+ § tanto a w como a w'?' . Para

todo cubo Q, s
1 1+
al =g fe)
_ 1-p
1 <1p’>(1+é>)1p (1 1p')1+5
<@téw =7 @h@w ’

donde hemos elevado la segunda desigualdad a la potencia 1—p. Si multiplicamos ambas desigualdades,
obtenemos

146
1 1+6> (1 (1—p'><1+6>)1_p 2 p (1 ) <1 1—p’)1_p
Qméw \mlf’ =2 KWLw KWLM |

Tomando el supremo sobre todos los cubos, obtenemos precisamente

0 — 0 é
w9, <2 Pl < lull? 0
Corolario 2.23. Sea w € Ay y 0 <6 <27%/[w]a.,_ . Entonces WS € A Yy
1+5

0!8 oo < calu]y

Demostracion. Ponemos &g = 27¢/[w]4.,. Utilizamos la desigualdad de Hélder inversa del Teorema
2.19 con exponente 1 + . Sea d < d§y. Para todo cubo Q,

145
145
/ +3 1++5/°2 2(1/ w1+§>1+§/2,
] @l Jq

. [ . . . ..
Es decir, w!*2 satisface una desigualdad inversa de Hélder con exponente

1 + do
C1+8
Por tanto w't? € A, con
1+6 1 s
w0 5] < 20— = g0 <= < cqlwla < calw]’ 2 0
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Corolario 2.24. Sea 1 <p < oo yw € Ap. Para 0 < § <274/(w)a,, w'ts e Ay y
1 1+4 1 1+
(@4, < a5t < o}t

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los dos corolarios anteriores y de (2.11) y (2.10). O



Capitulo 3

Integrales singulares

Un operador integral singular es un operador 7' que admite una representacion del tipo

Tf(z) = / K(z,9)f(y)dy,

donde la funcién K tiene cierta singularidad en la diagonal {(x,y) : + = y}. En este capitulo es-
tudiaremos dos tipos clasicos de integrales singulares: integrales singulares rough y operadores de
Calderon-Zygmund.

Las integrales singulares rough son operadores de convolucion. Tienen un niicleo homogéneo de
grado —d que no tiene, en principio, ninguna regularidad. Por ello es mas dificil trabajar con ellas.
Los operadores de Calderén-Zygmund pueden ser de tipo convolucién o no, pero el nicleo si que tiene
cierta regularidad. En concreto, los considerados en este documento tienen nticleo con regularidad de
tipo Dini.

3.1. La transformada de Hilbert

La transformada de Hilbert es el operador de tipo integral singular mas sencillo que no sea trivial.
En esta seccién entenderemos bien qué propiedades tiene este operador para emplear mas adelante
técnicas parecidas a operadores en dimensién mayor.

Como en este documento estamos interesados en integrales singulares, estudiaremos este operador
exclusivamente desde ese punto de vista. Pero seria injusto no mencionar que este operador estd inti-
mamente relacionado con en andlisis complejo: también se conoce como el operador funcién conjugada
porque transforma una funcién real en R en el valor en la frontera de la funcién arménica conjugada
de su extensién arménica al plano superior.

Definicion 3.1. La transformada de Hilbert es el operador H, definido por el momento para funciones
de . mediante
Hf(z) = 1U.p./ Mdy _1 lim M (3.1)
s R Yy T e—0 ly|>e Yy
El factor de 1/7 aparece para que sea una isometria en L?, como veremos més adelante.

La transformada de Hilbert estd bien definida para funciones de .% por la expresién

_ 1 flz—y) — f(z) 1 flz—y)
)= /|y|<1 W /|y>1 w

Q Y T Y

En efecto, utilizamos que la funcién 1/y es impar para escribir

Hf(x) = lim - f(x—y)—f(fc)dy+1/ fa=w),
SO Jecyl<t y Ty Y
.1 flx—y)— f(x) 1 fla—y)
=1 — d 1 fe—y),
EL)I% ™ ‘y|<1 Y X|y‘>5(y) Y + p /|y|>1 J Y

25



26 3.1. La transformada de Hilbert

Ahora, podemos utilizar el teorema de la convergencia dominada ya que, por el teorema del valor

medio,
[fx—y) — fz)]
|

lo que es integrable en [—1,1] al ser f € .. Asi, obtenemos la expresién

1 f@—y)— f(z) 1 fl@—y)
I = /|y|<1 Yy W T /|y>1 Y .

Xiy>=(¥) < 1 [loos

La transformada de Hilbert se puede definir con la misma definicién para toda funcién Lipschitz que
decaiga suficientemente répido, y la misma férmula que hemos obtenido ahora servird si || f/[|oc < 00.

La transformada de Hilbert coincide en . con la convolucién con la distribucion temperada W,, =
%v.p.%. Calculemos la transformada de Fourier de esta distribucién. Sea ¢ € ..

. . 1, gﬁ( =27 d§
Wol(p) = Wo(p :hm/ hm/ / LS
0( ) 0( ) T e—0 1>‘§|>€ é‘ 7'('6—)0 >‘§|>£ é‘
d 1 d
— hm/ / e~ 2mizg gdm = — lim go(a;)(—z)/ sin(27r:c§)—€da;
T e—0 NI f ™ e—=0 g>\£|>s f

= —i/ sign(z)dx,
R

donde hemos utilizado el hecho de que | f(f sin(a:)d?ﬂ estd uniformemente acotado para cualesquiera
valores de a y b para utilizar el teorema de Fubini y el de la convergencia dominada de Lebesgue. En
particular, vemos que W es una funcién acotada de médulo 1 en casi todo punto:

Wo(§) = —isigné.

Este calculo nos permite definir la transformada de Hilbert para toda funcién de L?(R) mediante
el multiplicador de Fourier m(¢) = —isign¢ de la siguiente manera. Para f € L?(R),

Hf(z) = (—isign(-)f(-))"(z).

Como el multiplicador tiene moédulo constante 1, utilizando el teorema de Plancherel para la transfor-
mada de Fourier se tiene la siguiente

Proposicién 3.2. La transformada de Hilbert en L? tiene las siguientes propiedades.
() [[Hfll2 = lIfl2,
(i) HHf = —f,
(iii) [gHf=—[fHg, si f,g son reales.
Ademds, se puede probar que si b € L? tiene soporte compacto, entonces

Hb(z) = 1 /[R b(xy_y)dy, c.t.x & sop(b). (3.2)

T
El principal resultado de esta seccion, es el siguiente teorema debido a Kolmogorov.

Teorema 3.3. El operador H se puede extender a L' y se tiene para toda f € nL'(R) la desigualdad

o HA @) > M) < Sl

para todo X\ > 0, con C independiente de f. Es decir, H es de tipo débil (1,1).
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Demostracion. Primero demostramos la desigualdad débil para f € . con f > 0. Sea A > 0. Hacemos
la descomposicion de Calderén-Zygmund de R a altura A\. Obtenemos una sucesién de intervalos {I;}
que cumplen

(i) f(xz) < A para casi todo x & Q = U;1;,
(it) 12 < XI1£1]-
(iii) A < fr, <2\, donde f = gy [z [

Como comentamos en el Capitulo 1, dividimos f en dos, f = g+, con b(x) = >_, b;(z),

bj(x) = (f(2) = f1;)x1; (x)-

Por las propiedades de los intervalos obtenidos en la descomposicion, es claro que g < 2\ en casi todo
punto, y que cada b; estd soportada en I; con media nula. Ademads, ng = fR f.
Separamos el conjunto que queremos acotar en dos:

A A
{o: [Hf(2)] > A < {a: [Hg(2)] > SH A+ He - [Hb(z)] > S}, (3:3)
Para acotar el primer sumando, usamos que H es una isometria en L?. Se tiene

A
s [Ho(o)] > 5} = [

{z:|Hg(2)|>5}
8

<3 [otwz =3 [ sz =S

Sélo falta acotar el segundo sumando de (3.3). Para simplificar la notacién, llamaremos 21; al intervalo
con mismo centro que I; pero con doble lado, y Q* = U;2/[;. Claramente, |Q*| < 2|9, y la igualdad
no tiene por qué cumplirse al no ser 21; disjuntos en general. Asi, obtenemos

4 4
dr < — | |Hg(x)]*dz = — 2d
v <55 [ 1Ha@Pd = 35 [ glayds

{z - [Hb(2)| > A2} < [QF] + [{z & Q° - [Hb(x)[ > A/2}]

2 2
— — H .
<3+ [ bl

AN

Queremos ver que |Hb(z)| < > |Hbj(x)|. Si la suma fuera finita, es evidentemente cierto. Si la suma
es infinita, también es cierto pero el argumento es mas complejo. Como b estda soportada en € y
b(x)| < 2||f]loo, se deduce que b € L*(R). Ahora, b = >.;bjen L?(R) ya que

Jo , ,
/ngj(m)—b(zn =/U%Ij b(a) .

que tiende a cero si jo tiende a infinito. Asi, Hb = ) ;Hbj en L?, luego existe una sucesion {4} tal
que
Jk

Hb(z) = lim > Hbj()
§=0

en casi todo punto. De aqui, se deduce que |Hb(z)| < " |Hbj(x)| en casi todo punto. Utilizando esto
y el hecho de que, como 2I; C Q*, Q* C 217, tenemos

/*C |Hb(x)| < Zj:/u; |Hb;|.
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Utilzando la representacion de Hb;, y que b; tiene media nula en I;, vemos que

/ \Hbj(as)]dx:/ /bj(y)dy dx:/ /bj(y)< LI )dy
21§ 21 |J; T Y 21¢ |/ 1; T—Y TG

y—ci / Iz 2 [ i
< bi(y —=——— dxdy < b;(y b dy,
ROy e rrr B0 e =2, i)

donde ¢; indica el punto medio del intervalo I;. Asi, tenemos

Ej:/ﬂ; |Hbj(z)|de < Q%I/zrj 1b;(y)|dy < 4] f]1,

ya que [[bly = 32; [i b < 2[If]1-

Ahora, si f € . no es necesariamente positiva, tomamos su parte imaginaria y real, y sus respec-
tivas partes positivas y negativas y les aplicamos el mismo procedimiento para obtener la desigualdad
débil (aunque no sean funciones de Schwartz, son de Lipschitz y funciona el mismo argumento). Ya
tenemos la desigualdad para funciones de la clase de Schwartz.

Para una f € L'(R) general, definimos H f tomando {f,} una sucesién de funciones de Schwartz
que tiendan a f en norma de L' y definimos H f = lim,, H f,,. Esto en realidad converge en medida y
no depende de la sucesion f, elegida. En efecto, H f,, es de Cauchy en medida. al ser

dx

m [{a: |(Hfn— Hfm)(@)| > e} =0,

m,n— o0

para todo ¢ > 0 al ser {f,} de Cauchy en L' y utilizando la desigualdad débil para funciones de
Schwartz. Asi, Hf,, converge en medida a cierta funcién medible Hf. Sea {g,} otra sucesién de
funciones de .# que converge a f en la norma L'. Entonces

C
[ s |Hfal@) = Hgn(@) > A < S 1o = gall,

lo que tiende a cero si n tiende a infinito. Esto muestra que H estd bien definida en L' y que ademés
cumple la desigualdad de tipo débil. ]

Teorema 3.4. Sea 1 < p < oo y sea f € LP(R). Hf estd bien definida y

1H fllp < Clfllp-

Demostracion. Como H es acotada en L? y es de tipo débil (1,1), por el Teorema 1.7 de interpolacién
de Marcinkiewicz, serd acotada en LP para 1 < p < 2. Para ver el caso p > 2 utilizamos el argumento
de dualidad junto con la Proposicién 3.2. Sip > 2, p’ < 2. Sea g € L” (R) con ||g|, = 1.

| st f@)o ’/f \Hg(a)d

lo que prueba, tomando el supremo sobre todas las funciones g descritas, que ||H f||, < C|| f||,- O

/ [f@)[|Hg(x)ldz < [ fllpllHgllp < Cllglly I fllo = CllFlps

3.2. Integrales Singulares de tipo rough

En esta seccién presentamos unos operadores integrales singulares que en cierta manera generalizan
la transformada de Hilbert vista en la seccién anterior a dimensiones mayores. Concretamente, estu-
diamos operadores de la forma

Q(y')

|yl

Tof(@) = v | L@ =), (34)
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donde 3’ = y/|y| y 2 es una funcién definida en la esfera unidad S*~!, integrable en la esfera y de media
nula. Si no hay confusién posible acerca de cudl es el nicleo €2, omitiremos el subindice, denotando
por T el operador. El valor principal de (3.4) ha de interpretarse como

Toft) =tin [ S0 - iy

ly|>e ‘y’

Antes de nada, tenemos que justificar que estos operadores estdn bien definidos. En un primer
lugar, se definen para funciones de la clase de Schwartz .. Si ¢ € .,
Q)

Q(y') Q(y')
oz —y)dy = lim wx—ydy—i—/ ol —y)dy.
ACTOWZ I e Tl T OB T P Y

lim
e=0 Jlyse [y

El segundo sumando del segundo término esta bien definido porque ¢ decae suficientemente rapido al
ser una funcién de Schwartz. Para el primer sumando, utilizamos que €2 tiene media nula para escribir
Q@)

lim o(z —y)dy = lim
e=0 Jocpyl<1 |yl e=0 Jocpyl<1 |yl

Queremos utilizar el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. Para ello, utilizando que ¢
satisface una condicién de Lipschitz, dominamos los integrandos por

Qv Q Q'
"Z(j/dﬂlw(fc—y)—<P(fff)|><5<|y<1(y)SC" ’ Ny = c ,y‘(jj_i’-

Esta funcién es integrable en la bola unidad:

dwdT— Q 1(Qd—1
/y|<1 \y|d1 // )l 122 gy

Estos cédlculos justifican la expresion de T para ¢ € . como

rotw) = [ Tt —y) - ptandy+ [ T ote = yay (3.5)
Yy

|<1 |y’d ly|>1 Y|

La expresién (3.5) es vélida también para funciones uniformemente Lipschitz que decaigan sufi-
cientemente rapido en el infinito. Para definir 7' sobre funciones de los espacios LP(R%) necesitaremos
demostrar unos resultados sobre la acotacion en la norma de esos espacios para funciones de la clase .
y luego utilizaremos un argumento de densidad, tal y como hicimos para la transformada de Hilbert.

Realmente es necesario que {2 tenga media nula en la esfera; si no fuera asi, el operador no estaria
definido para funciones de .. Para ver esto, sea f € .¥ con f(x) =1 para todo || < 2. Entonces, el
primer sumando del segundo término de (3.5) es

1
lim/ / (log )/ Qw)dw,
e—0 sd—1 g Jgd-1

que s6lo estéd acotado (y de hecho vale cero) cuando §2 tiene media nula.

Por esta razén, en R sélo hay esencialmente un operador de este tipo, ya que S° tiene sélamente
dos puntos, 1 y -1. Si £ ha de tener media nula, debe ser par, asi que serda un multiplo de Q(£1) = +1.
Este operador es la transformada de Hilbert que hemos estudiado en la seccién anterior.

3.2.1. Transformada de Fourier de una distribucion rough

Para Q € L'(S?1), tenemos la distribucién temperada
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Si no hay duda de cuél es la funcién €2, omitiremos el subindice y escribiremos simplemente 7, en
vez de Tq. Entonces la integral singular rough asociada a Q es Tof = Tq * f, para f € .. Como
estamos haciendo andlisis de Fourier, nos interesa calcular la transformada de Fourier de la distribucién
temperada 7q.

Definiciéon 3.5. Diremos que una distribucién 7" es homogénea de grado a si para toda funcién test
¢ se tiene T(py) = A\?T'p, para todo A € C\ {0}. Aqui, (z) = A"%p(A\x), YV € R%.

Si la distribucion coincide con una funcién, entonces el concepto de ser distribucién homogénea es
el mismo que el de ser funcién homogénea. La distribucién 7q asociada a una integral singular rough
es homogénea de grado —d.

Proposicion 3.6. Sea T una distribucion temperada homogénea de grado a. Entonces su transformada
de Fourier, T, es una distribucion temperada homogénea de grado —d — a.

Demostracion. Sean ¢ € . y A € C\ {0}.
T(yp) = T((¥2)) = TA") = A T((0)x-1) = AT () = AT (). O

Teorema 3.7. Sea 2 € L'(S%) de media nula. La transformada de Fourier de la distribucion Tq es
la funcion homogénea de grado cero dada por

m(E) = /S o) [log m ! o7 i sen(u- g')] do(w).

Demostracion. Como T es homogénea de grado d, por la Proposicién 3.6, sabemos que m serd ho-
mogénea de grado 0. Por tanto, para calcular m(¢), podemos suponer que || = 1, tomando £/|{] en
vez de &.

Q' : d
m(€) = lim O amivegy — 1t [ 0(w) </ fmw) dor(u)
Sd-1 € r

e—0 e<y<l |y’d e—0

1 1
d : d
—lim [ Q) ( / (e~2rws — 1)<y / e 2mrut r) do(u) = I +ils,
e—0 §d—1 e T 1 T

donde hemos usado que 2 tiene media nula, e I1, Is denotan la parte real e imaginaria de la expresion,
es decir,

, ! dr (¢ dr
I = lim s Q(u) (/5 (cos(2mru-&) —1)— " +/1 cos(2mru - §)— . ) do(u),

e—0
: dr
I, = —il_r% " Q(u) </€ sin(2mru - §)— " ) do(u).

Procedemos primero con Io. Para v € S9! fijo, hacemos el cambio de variable s = 27r|u - £| para
obtener

1 27 o
A e d Zlugl
/ sin(27mru - § " / sin(s) sign (u - g)f = sign(u - £) sm(s)ds7
£ 2

me|u-&| 2me|u-€| S

lo que tiende a sign(u - €) [ sins/s = T sign(u - £), cuando ¢ tiende a cero. Por otro lado, para I
obtenemos tras hacer el mismo cambio de variable,

2 |u-| ds 2m|u-€| 2 ds 2mu-g| 2 ds 2rlu-€| g
/ (coss—1)+/ COSS—/ coss—/ —
2m|u-Ele S 27| u-g| S 2mlu-le S 2r|u-Ele S

1 ds 27r|u~£|é ds 2m|u-| ds
= (coss —1)— + COS §— — —.
2m|u-€le § 1 S 1 S
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Si ahora tomamos el limite cuando ¢ tiende a cero, la expresién de arriba tiende a

S

1 00
/ (coss—l)ds—k/ coss§—10g27r—log|u-§].
0 1 $

El tinico sumando de esta ultima expresion que depende de u es el dltimo, luego el resto no sobreviven
cuando los integramos contra € en S, por la media nula de Q.

Podemos intercambiar el limite con la integral en las expresiones de I; e Iy por el teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue. Entonces,

m(§) = I —ily =/

Sd—1

Q(u) (— log|u-&| — zg sign(u - 5)) do(u). O

Observacién 3.8. La transformada de Fourier de T viene dada por dos sumandos. El primer su-
mando viene multiplicado por un factor par, por lo que no aportard nada si €2 es impar. El segundo
viene multiplicado por un factor impar, por lo que se anulara si 2 es par.
Dada una funcién © en S general, podemos definir sus partes par e impar,
1 1

Qp(u) = 5(Qw) + Q=v),  Qu) = 5(Qu) - A=),

respectivamente. Entonces {2 = €2, + €2;. Finalmente,

1 2
m(&) = / Qp(u) log ——do(u) —i— / Q;(u) sign(u - £ )do (u).
§d—1 |u '€/| T Jsd—1
Hecha esta observacién, y teniendo en cuenta que log|u - ¢'| € LP(S?1) para p > 1, es claro el
siguiente

Corolario 3.9. Sea Q una funcién en S*! con media nula. Si Q, € LI(S*Y) para cierto ¢ > 1 y
Q; € LY(S*1), entonces m es una funcion acotada.

3.2.2. Meétodo de rotaciones

El dltimo corolario de la seccién anterior nos sugiere que las funciones impares en la esfera y con
media nula necesitan menos condiciones de integrabilidad para definir integrales singulares rough con
mejores propiedades de integrabilidad o acotacién. En esta seccion, demostraremos que si el nicleo es
una funcién impar en L' (S%~!) con media nula, la integral singular rough (3.4) esté4 acotada en LP(R?)
para 1 < p < o0.

La idea del método de rotaciones es, partiendo de un operador unidimensional en LP(R) y una
funcién angular 2 en la esfera S¥~!, definir un operador en LP(R%). Sea 1 < p < co y T un operador
T : LP(R) — LP(R) acotado con norma Cj. Si u € S¥! es un vector unitario, definimos el operador
direccional T}, de la siguiente manera. Todo = € R? se escribe de manera tinica como x = T — Au, con
ANER, T Lu Sife LP(R?), ponemos

T f(x) :=T(f(T —-u)(N), =eR™.
Con esta definicién, T, es acotado en LP:
[ rs@rae= [ [ (2@ - aporas
R¢ Ri-1 JR
< 4 " —. p T = p P .
<qp [ [i@=—mopasis = cp [ (i
En particular, T}, tiene norma uniformemente acotada por la norma de T en L? para todo u € S 1.

Los dos ejemplos més significativos en este contexto de operadores direccionales son el operador
de Hardy-Littlewood direccional y la transformada de Hilbert direccional. Como su nombre sugiere,
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son los operadores que obtenemos al emplear el procedimiento precedente a los operadores de Hardy-
Littlewood y a la transformada de Hilbert en R respectivamente. Concretamente, para u € S 1, el
operador maximal de Hardy-Littlewood direccional (centrado) es

M, f(x) =sup — / (x — tu)|dt,
u h>0 2h |

y la transformada de Hilbert direccional es

H,f(x) =lim f(z —tu) Cit

e—0 [t|>e

La siguiente proposiciéon ilustra el método de rotaciones, que permite pasar de un operador unidi-
mensional a uno en el espacio euclideo mediante una funcion definida en la esfera unidad.

Proposicién 3.10. Sea T : LP(R?) — LP(RY) acotado con norma Cp, T, los operadores direcionales
y Q€ LY(S1Y). Entonces el operador

Tof(@) = [ QT f)ds

estd acotado el LP(R?) con norma acotada por Cy||Q||1.

Demostracion. Por la desigualdad de Minkowski,

</Rd‘TQf (‘”)’pdxf = ( / /S Q)T f(x)do () pdx)’l’
/g</ ()P Tu f (2 dix) do(u)
L (/ Tt (e |pdw> do(u)

<o, / W[ Fllpdo () = Cpll21]| £lp- O

Como hemos comentado, estamos interesados en aplicar este método a las integrales singulares
rough. Para ello utilizaremos la transformada de Hilbert direccional. Este es un truco que sélo funciona
si la funcién 2, ademads de tener media nula en la esfera, es impar. Bajo estas hipdtesis,

/M S0 fa—wpan= [ o) [~ e —ro) Lot
—Q(u) il /OO flx— ru)@da(u)
i fx—ru)d alo*()—/Sd1 / f:n—ru da()

/f:cru o (u) + /Sde(u)/ f(x+ru)ddo()

([ e r® o [ s Y aso

Q(u) f(ﬂf—tu)d dor(u).

[t|>e

[un

iO

59
H

iO

iO

S8
,_.

O~ N NJ\H M\H\
2
m\w\w&\w\%
L

T
L
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Si tomamos el limite, obtenemos

. Q) 1 ) dt
lim /|y|>€ [y fla—y)dy =5 /Sd1 Q(u) (gg% oo flz - tu)t) do(u)

™

_T /S ) f(x)do(u).

2

Como la transformada de Hilbert estd acotada en LP(R), si 1 < p < oo, concluimos que las integrales
singulares rough con nucleo impar (ademds de integrable y con media nula) también estan acotadas
en LP(R?) con norma acotada por I H |12 L1 (ga-1)-

Corolario 3.11. Sea Q € L' (S* ) una funcién impar y con media nula. Entonces el operador Tg
definido por (3.4) es acotado en LP(R?) para 1 < p < oc.

Ejemplo 3.12. Las transformadas de Riesz. Estos operadores son la generalizacion mas directa de
la transformada de Hilbert a R®. En dimensién d hay precisamente d operadores conocidos como
transformadas de Riesz. St j = 1,...,d, la j—ésima transformada de Riesz es el operador R; definido

por
d+1\ _as1 Y
Rjf(z)=T (2> 7 2 lim ’y|dj+1 flz —y)dy. (3.6)

e—0 ly|>e

La constante estd elegida de tal manera que las transformadas de Riesz vienen dadas por multiplica-
dores de Fourier:
S

(R;(f)) (&) = el (&),

Esto muestra que
d
> Ri=-1 (3.7)
j=1

y que las transformadas de Riesz conmutan con traslaciones.

Observacién 3.13. Las transformadas de Riesz Rj, j = 1,...,d estdn acotadas en LP(R%) para
1 < p < o0, al tener nicleo impar acotado en S*1.

3.2.3. Cuando el método de rotaciones falla

Cuando la funcién €2 es par, no sirve el truco de representar el operador T mediante rotaciones de
transformadas de Hilbert. El truco consiste ahora en emplear las transformadas de Riesz y la identidad
(3.7) para escribir

d d
To=-Y RiTo=-> R;(R;Th).
j=1 j=1

Como T, tiene nicleo par y R; impar, es esperable que la composicién tenga nicleo impar en cierto
modo. El objetivo de esta seccion es formalizar esta idea intuitiva.
Sea 2 € Lq(Sd_l), con ¢ > 1, par y de media nula. Definimos, para € > 0, el ntcleo truncado

Q)
Ke(z) = WX\:):|>E'

Si f es una funcién indefinidamente derivable de soporte compacto, veamos que R;(K.xf) = (R;j K. )*f.
Primero vemos que K. € L™ (Rd) si 1 <r <gq. En efecto,

oo td*l o d
T _ r _ r (1-r)—1
/Rd Ko ()| dr = /Sd1 Q)| / o dido(u) = HQ||LT(Sd1)/€ ! dt < oo,
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Por tanto, podemos tomar la transformada de Fourier de K.. Asi,

lo que coincide con
(R EC) * f)(§) = =i

por lo que debe ser R; (K. * ) = (R; K.) * f.

Veamos ahora que existe una funcién K j impar y homogénea de grado —d tal que lim._,o Rj Ke =
K ; uniformemente sobre todo compacto que no contenga al origen.

Primero veremos que R;K.(z) es de Cauchy uniformemente en {|z| > a} para todo a > 0. Sean

||

r#0y0<e<n< 3.

) Ti—y;
RiK.(v) — R Ky(x) = %g% Cd /]Rd WX@—MM(KJZJ) — Ky(y))dy

z; —y; Q) / ( Tj — Yj j ) Q(y')
= cd/ dy =cq - dy,
e<|y|<n ’:E - y|d+1 |y‘d e<|y|<n ’:E - y|d+1 ‘x|d+1 |y’d

donde hemos usado que 2 tiene media nula. Tomando el valor absoluto y utilizando el teorema del
valor medio, podemos obtener la desigualdad

¢ 12(y")] 1€ 1 (ga-1
IRiK(o) ~ Ryfyfo)| < e [ iy < o=1E
|z| e<|yl<n |y |z

Claramente, esto muestra que {R;K.(x)} es una sucesién de Cauchy uniformemente sobre {|z| > a}
para todo a > 0 en casi todo punto. Escribimos

K3 (w) = lim R; K.(=),

que esta definido en casi todo punto. Ademds, como K. es par, R; K. es impar, luego Kj* serd impar
en casi todo punto, es decir, K;(—z) = —K;(z) para casi todo x € R?. Veamos que es homogénea.
Sea A > 0. Para casi todo = € R%,

Ax; — Yj
R,K.)(Az) = lim cd/ DK (y)dy
(Ryle) () = iy e—y[>s [Az — ylFH )

. —-d Lj—Yj —d

= lim cd/ ALK (y)dy = AR KL\ ().
60 " Jioyisan - Jw -yl 7

Tomando el limite, observamos entonces que K ]*()\x) = )\*dK;(x) para casi todo z € R?. El problema

es que el conjunto de medida nula en que no hay igualdad depende de A. Aun asi, utilizando el teorema

de Fubini, observamos que

{(z,A) € RY x (0,00) : KF(Ax) # AN K (x)}] = /Ooo {z € R?: K5(\z) # A\ K (2)}|dA =0,

ya que la medida de los conjuntos que aparece dentro de la segunda integral es nula para todo A > 0.
Por tanto, el conjunto D = {x € R? : [{\ € (0,00) : Ki(\x) # )\*dKJ’!‘(x)H > 0} es un conjunto de
medida nula. Entonces existira una esfera S, centrada en el origen y de radio p tal que mq_1(S,ND) = 0
(aqui my_1 denota la medida de Lebesgue d—1 dimensional). De hecho, casi todas las esferas centradas
en el origen cumplen esa condicién al ser

0= md(D) = / md_l(SR N D)dR
0
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Finalmente, definimos K; mediante la expresién

d
K= L(8) K5 (o) st w40 v oes,nD
0, en cualquier otro caso.

Claramente, K; es homogénea de grado —d, impar y se cumple K;(z) = K 7 () en casi todo punto.

Lema 3.14. Kj verifica las siguientes estimaciones.

() oo [Kj(@")ldo(a") < Cyl|Qlg-

(i) fpa |[RiEe(x) — Kj(2)Xjzse| < CollQlq-

Demostracion. Empecemos por la primera estimacién. Como K es homogéneo de grado —d,

- 1 2 - 1 -
K:(2N|do(z) = / / K;(ra)|do (2" )r® tdr = / Ki(x)|dx
L @ie) = o [ ] 1R e laota) =y L]

1 ~
o5 | URi(@) = RiEipp(o)] + B Ky ol) )
g2 Ji<|z|<2

<

Acotamos el primer sumando de dentro de la integral por C||Q2||1]z|~¢~!. Esto es asi porque tenfamos
la estimacién

€211

y tomamos 1 = 1/2, y hacemos tender € a cero. Al integrar, acotamos todo por C||2||; < C||Q2||, (esta
ultima desigualdad es la desigualdad de Holder).
Para acotar el segundo sumando, utilizamos que R; es acotado en L9

/ |R;j Ky jo(2)|de < C|R; K2 pawaey < CllK1j2llpamay < ClQ poga-1y-
1<|z|<2
Para hacer la segunda estimacion, haremos el caso € = 1, ya que
~ _ €T ~
RjK.(7) — Kj(T)X|g|>c = € d(RjKl(g) — Kj(@)x)2 1),

lo que conserva la norma en L'.

/ |RjK1(a:)—l~(j($)X‘m|>1]d$ = / |R;j Ky (x) — Kj(x)X\x|>1’d$ +/ |RjKi(x) — Kj(x)|dx
R4 |z]<2

|z[>2

S/ \RjKl(x)\dx—i—/ ]f(j(x)]da:—i—/ |RjK1(a:)—I~(j(a:)]dx.
ja|<2 1< o|<2 lo]>2

El segundo sumando lo hemos acotado en la primera estimacién. El primero se acota por || ;K1 || fa(ra)
y se sigue igual que en la primera estimacién. En el tercer sumando, acotamos el integrando por
C|Ql1]z]~%" al igual que hicimos para la primera estimacién y el resultado sigue. O

Teorema 3.15. Sea Q € LI(S™1) de media nula y par, con ¢ > 0. Entonces la integral singular rough
definida por (3.4) es acotada en LP(R?) para 1 < p < oc.

Demostracion. Con la notacién introducida a lo largo de esta seccidn,

Tf(x)= if_I)I(l)Ka x f(x).
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Si escribimos K. = ~jx‘m|>€, v Ac(2) = RjK.(z) — Kj., se tiene

d d

Koxf=— Rj(RjKo)xf=—> Ri(Kjexf+A ).

j=1 j=1

Utilizando la desigualdad de Minkowski, el Lema 3.14 y la Observacion 3.13, es inmediato que podemos
acotar

1K e * fllp < CI2Aal fllps 11Ae * Flly < ClI2gM fNlps

siendo las constantes C' independientes de €. Asi, || K. * f||, < C||Q||4]| ||, con constante C indepen-
diente de €. Como K. * f estd definido para f € L (]Rd), definimos T'f = lim._,g K * f que sabemos
que converge y se mantiene la desigualdad

ITfllp < ClI pa(sa-1) [ fllp- -
Como consecuencia de esta seccién y de la anterior, enunciamos el siguiente

Corolario 3.16. Sea Q € L'(S%!) de media nula con Q, € LY(S?1) para algin q > 1. Entonces la
integral singular rough T estd acotada en LP(RY) para 1 < p < oo,

T fllp < Cl Ly ga—1) [ -

3.3. Operadores de Calderon-Zygmund

Los operadores de Calderén-Zygmund vienen representados por nucleos que tienen cierta regularidad.
Empezamos esta seccién con el conocido como Teorema de Calderén-Zygmund. Aparecié en [2], y
aqui presentamos una versién un poco mds general que aparece en [5].

Teorema 3.17. Sea K una distribucidn temperada en R? que coincide con una funcién localmente
integrable en R%\ {0} y que cumpla las condiciones

[K(¢)] < 4, (3.8)
/ K@) K@< B, e RY. (3.9)
/2l

Entonces el operador de convolucion con K, T(f) = K * f, cumple las desigualdades

ITfllp < Cpllfllp, 1<p<oo,

o2 7 () > M < Sl

para f € .. Como consecuencia, T se extiende a un operador acotado en LP, 1 < p < oo y de tipo
débil (1,1).

Cuando decimos que el niicleo K es una funcién localmente integrable en R? \ {0} nos referimos,
como es habitual, a que es integrable en cualquier compacto que no contenga al origen. La condi-
cién (3.9) se conoce como condiciéon de Hormander. En la practica, para demostrar la condicién de
Hormander se suele probar una mas fuerte.

Lema 3.18. Sea K € C'(R%\ {0}) tal que

C

VK@) <

para cierta C > 0 independiente de x. Entonces K satisface la condicion de Hérmander (3.9).
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Observaciéon 3.19. Las transformadas de Riesz Ry, ..., Ry cumplen las hipétesis del Teorema 3.17,
por lo que son acotadas en LP para 1 < p < oo y de tipo débil (1,1). El método de rotaciones nos daba
la acotacién en LP para 1 < p < oo, pero no la desigualdad débil (1,1).

Demostracion del Teorema 3.17. Primero demostraremos la acotaciéon en L? y la desigualdad débil
(1,1), para luego argumentar mediante dualidad e interpolacién.
El caso p = 2 es sencillo al tener la condicién (3.8):

ITfll2 = 1K - fll2 < Allfll2 = Al fll2.

Para demostrar la desigualdad débil (1,1), utilizaremos la descomposicién de Calderén-Zygmund
(Teorema 1.19) y el hecho de que es acotado en L?. Sea f no negativa. Si no fuera asf, tomamos las
partes real e imaginaria y sus partes positiva y negativa y les aplicamos la argumentaciéon que sigue.
Estas funciones no seran de la clase de Schwartz porque se pierde regularidad, pero si que decaen en
el infinito tan rdpido como las funciones de Schwartz y son funciones de Lipschitz, lo que es suficiente
para justificar los calculos que haremos a continuacion.

Sea A > 0. Hacemos la descomposicién de Calderén-Zygmund a altura A~'X\ de la funcién f.
Obtenemos una familia numerable de cubos disjuntos {Q;} tales que

(i) Q=U;Qy, [ < A[[fll1/A,
(i) f(z) < %, ct. x & Q,
(i) A < Afg, <29\, Vi

Como en la seccién 3.1, escribimos f = g + b, con g la parte buena y b la parte mala. Es decir,

Jf@), z¢Q
g(z) = {fQj, rEQ;

yb=f—-g= Zj ij con b]($) = (f(CC) - fQj)XQj(‘T)'

Separamos el conjunto que queremos acotar:

{z:Tf(x) >} C{x:Tg(x) > %} U{z:Tb(z) > %}

La parte que va con g es relativamente sencilla de tratar, por eso se le denomina la parte buena.

En efecto
o Tole) > )| < (i) | 1Tgto)Pae < 4 (i) | ot

A
S() g2 / 2)dr < e llolh < cad s Sl

La parte mala de la funcién es algo mas complicada de acotar, por eso se le pone ese nombre.

Denotaremos por vQ; el cubo con mismo centro que @); pero con lado v = 2y/n veces mayor que
el lado de @. Notar que 2Q); no es diddico respecto de @)j, al tener el mismo centro y no un mismo
vértice. Asimismo, denotaremos por Q* = U;yQ;. Al ser los cubos disjuntos, |Q2*] < v%|Q)|.

A 2
H{z: Th(x) > =} < || + / |Tb(z)|d.
2 A (Q*)c

El primer sumando del segundo término de la desigualdad precedente se acota directamente por
Al f|l1/A. Para acotar el segundo término, argumentamos como sigue. Demostramos en la seccién
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7Q;

Q;

Figura 3.1: Esquema de la situacion.

anterior que b = ) b; en L?. Como T es continuo en L2, tendremos que Tbh = > Tb; también en L?
y por tanto en casi todo punto. Tenemos pues la desigualdad en casi todo punto

S Ths()] < 31Ty )] (3.10)
J J

Por otro lado, probemos
/ |Tb;(x)|dx < C/ x)|dx. (3.11)
(Q*)e

En efecto, como b; esta soportada en (); y tiene media nula,

M) = | K=oy = | (K@)~ K =)o)y

donde ¢; denota el centro del cubo @Q;. Asi, utilizando (3.9) en la tltima desigualdad,

[ ma)in /
(vQj)© (vQj)©

/ o / — K(z = ¢;))by(y) | dyda

< / 1b; ()| (K(z —y) - K(z - ¢))|dyda
Q; YQj)¢

/ (K (z— ) — K (3 — ¢;)b(y)dy| da

<5 [ Il

Qj

ya que al ser x € (yQ;)¢, tenemos |z — ¢;| > 2|y — ¢;|, como se puede ver esqueméticamente en la

Figura 3.1. Entonces,
/ ITh(z |d:c<BZ/ 2)ldz < Bl|f|1.
( *

Recopilando todo, comprobamos

A
o TF() > M} < ca 22 1 ).

Asi, podemos definir T para toda funcién en L' tal y como hicimos con la transformada de Hilbert.



Capitulo 3. Integrales singulares 39

Teniendo la desigualdad débil, podemos utilizar el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz para
concluir que T' es acotado en LP para 1 < p < 2 con norma

IT[lp—p < cap(A+ B).

Para p > 2 utilizamos un argumento de dualidad. Primero calculamos el operador adjunto de T', T (no
le llamamos T™ porque asi denotaremos a otro operador mas adelante). Es precisamente el operador
que viene dado mediante convolucién con la distribucién temperada K () = K(—x). Como K satisface
todas las hipétesis del teorema, T es acotado en LP, 1 < p < 2. Sip > 2,1 < p/ < 2 y sea g una
funcién con ||g||,y = 1. Entonces

[ari|=| [ £75] < [ 191070 < ULl ol < ca(a+ B,
R4 R4 R4
Tomando el supremo sobre todas las funciones g que satisfacen ||g|/,; = 1, vemos que

ITfllp < cap(A+B)I[fllp-

Asi, podemos definir T para funciones en LP para 1 < p < oo de manera que es acotado para 1 < p < oo
y de tipo débil para p = 1. ]

La hipétesis sobre la acotacién de la transformada de Fourier sélo se usa para probar la acotacion
del operador en L?. Normalmente, probar que la transformada de Fourier es una funcién acotada es
dificil y por ello hay teoremas que dan condiciones suficientes para que eso pase. Para no desviarnos
demasiado del tema principal de este documento no mencionaremos ninguno de estos teoremas y
tomaremos como hipétesis la acotacién en L2

Nos interesan los operadores que no son de tipo convolucion. Una generalizacion directa del Teo-
rema 3.17 es viene dada en el siguiente. Denotaremos por A = {(x,z) : z € R?} a la diagonal del
espacio eucideo R??,

Teorema 3.20. Sea T un operador acotado en L?>(RY) para el que existe una funcion compleja definida
en RY x R\ A tal que si f € CP(RY),

Tf(z) = / K(z.y)f(y)dy, @ ¢ sopf.

Si ademds el nicleo K satisface las condiciones

/ K (z,y) — K(z,y)|dz < C (3.12)
|z—y|>2|y—y’|

/ K (2,y) — K(2',y)ldy < C (3.13)
|lz—y|>2|z—2’|
entonces T es acotado en LP si 1 < p < oo y de tipo débil si p=1.

Demostracion. Seguiremos la misma estrategia que en la demostracién del Teorema 3.17. Se demuestra
la desigualdad débil para p = 1 para T, y utilizando interpolacion, sigue la acotacion para 1 < p < 2.
Para p > 2, utilizamos un argumento de dualidad, calculando previamente el adjunto de T'.

La desigualdad débil para T cuando p = 1 se demuestra de manera analoga a la demostracion del
Teorema 3.17, asi que no repetiremos el argumento. La tnica diferencia es que aqui aparecera K (z,y)
donde ahi aparecia K(x — y). Se utiliza, en la acotacién de la parte mala del conjunto de nivel la
condicién (3.12).

La diferencia ahora esta en el operador adjunto. Este operador vendra representado, para funciones
con soporte compacto, con el nicleo K'(x,y) = K(y, ). Claramente est4 acotado en L? (pues es el
adjunto de un operador acotado en L?) y se demuestra la desigualdad débil para p = 1 utilizando
la condicién (3.13). Entonces es valido el argumento de dualidad que hicimos en la demostracién del
Teorema 3.17. O
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En la préctica, muchas veces los nicleos satisfacen condiciones mds fuertes que (3.12) y (3.13).
La clase de operadores que definimos a continuacién engloba a muchos de los operadores integrales
habituales.

Definicién 3.21. Sea w una funcién creciente con w(0) = 0, que satisface la condicién de Dini

toodt
[wllDini 2/0 w(t) 5 < oo (3.14)

Se dice que un operador T es de w-Calderén-Zygmund si es acotado en L?(R%) y tiene un nicleo K
tal que para f de L? y de soporte compacto,

Tﬂ@Z/meﬂwm7x¢wmﬂ

y que ademas satisface la condicién de tamano

C

para alguna C'x > 0, y las condiciones de regularidad

x—a 1
K - Kl <o (K22 oo (3.16)
/
y—y 1
K (z,y) — K(z,y)] Sw <“x _y‘|> =g [z =yl >2ly —. (3.17)

La funcién w recibe el nombre de médulo de continuidad.

A veces se dice que un operador es de Calderén-Zygmund, sin especificar quién es w, pero enten-
deremos que cumple las condiciones (3.16) y (3.17) para alguna funcién w que satisface la condicién
de Dini (3.14).

Observacion 3.22. Como los operadores de w-Calderén-Zygmund satisfacen las hipétesis del Teorema
3.20, seran acotados en LP si 1 < p < oo y de tipo débil para p = 1. La constante obtenida para la
desigualdad de tipo débil si p = 1 es precisamente

[Tl 1 pree < call[ T 2 12 4+ Ck + [[wllDini)-
A continuacién damos unos ejemplos de operadores de w—Calderén-Zygmund

Ejemplo 3.23. Si w(t) =t para algin 6 > 0, entonces tenemos lo que se conoce como operador de
Calderon-Zygmund estandar. Claramente, w satisface la condicion de Dini.

Ejemplo 3.24. El operador de Ahlfors-Beurling B definido para funciones de L?>(C) por

Bf(z) = —%v.p. /(c(Z’JtECC?)QdA(C)

puede ser entendido como operador de w-Calderén-Zygmund para w(t) = ut?>. En efecto, es fdcil
comprobar que si K(z,() = 1/(z — ¢)?, entonces

|22 —2|\* 1
| K (21,() — K(22,()] §4<|21—C\> EREE

Este operador viene del andlisis complejo y estd relacionado con las derivadas de Wirtinger.
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Ejemplo 3.25. Sea Q una funcion en la esfera S con media nula que satisface la condicion de
Ding )
t
/ mdt < 00,
o ¢t

donde w(t) = sup{|Q(u1) — Q(uz)| : lur —ug| < t}|. Entonces el operador integral singular rough

Tos@) = v [ S 1o - )iy

|yl

como en el apartado anterior es un operador de w-Calderdn-Zygmund. Ndotese que en la seccion ante-
rior no pediamos ninguna condicion de reqularidad a la funcion €, sélo le requeriamos cierta integra-
bilidad. La condicion de Dini implica que ) € LOO(Sdfl), ast que por la seccion anterior ya conociamos
la acotacion de Tq en LP cuando 1 < p < oo, pero no consequimos nada sobre la desigualdad débil
para p = 1 utilizando el método de las rotaciones.

Cuando se trabaja con la norma de Dini, el siguiente pequefio resultado puede ser tutil.

Lema 3.26. La cantidad ||w| pini es comparable a

o0
Z w(27/
j=0

Demostracion. Como w es continuo, es legitimo evaluarlo puntualmente. Es més, w(t1) < w(t2) siempre
que t; < to. Entonces se tiene

1 dt 2-i-1 o p27iml o dt =
. o — _‘] 27 )
”WHDml - / Z/zv t S ]ZO/QJ W(2 )27] - ]X;W(2 j

Anéalogamente,

1 dt 2771
o = | wtt) ZL

2—Jj—1 00 0o
> Z/ w(279 1)27‘?{1 :2Zw(2*j* ):2Zw(2*j). O

3.3.1. El operador maximal truncado

Vista la representacién mediante el ntcleo de los operadores de Calderén-Zygmund, podriamos pensar
que

Tf(z) = lim K(z,y)f(y)dy, (3.18)

e—0 lz—y|>e

para un operador de Calderén-Zygmund 7. Esto es, en general, categéricamente falso. De hecho,
no tiene ni por qué existir el limite; y en caso de que exista el limite no tiene por qué ser igual a
T f(x). Para ver un ejemplo de lo segundo, basta observar que el operador identidad es un operador
de Calderén-Zygmund con ntcleo cero. En efecto, si x & sop(f), entonces T'f(x) = f(z) = 0. Pero si
fuera cierto (3.18), entonces T'f(x) = 0 para toda 2 € R?, lo que no es verdad si f no es idénticamente
nula.

Hecha esta pequena observacion, también nos damos cuenta de que puede haber dos operadores
de Calderén-Zygmund distintos con el mismo nicleo. Por ejemplo, el operador identidad y el operador
cero tienen ntcleo nulo. La siguiente proposicién caracteriza los operadores de Calderén-Zygmund
asociados a un mismo nucleo.
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Proposicion 3.27. Sean Ty y To dos operadores de Calderon-Zygmund. Th y Ty tienen el mismo
niucleo si y solo si se diferencian en un operador de multiplicacion puntual, es decir,

Tif(x) - Tof(2) = m(2)f(z) ct.weRY,
para cierta funcion m € L.

Dado un operador de Calderén-Zygmund T', construimos el operador maximal truncado 7™ aso-
ciado a T de la siguiente manera. Si escribimos

L@ = [ K@

el operador T™ viene dado por

T f(z) = Sup T2 f ()] (3.19)

Si este operador fuera acotado en L?, segtin el teorema 1.4, para determinar la existencia del limite
en (3.18) serd suficiente demostrar la existencia de tal limite para las funciones de la clase de Schwartz
o Cg° para tener demostrada la existencia del limite para todas las funciones L?.

Teorema 3.28. Si T es un operador de Calderdon-Zygmund y 0 < n <1, se tiene

T* f(a) < C)[(M(Tf)" (@) + M f()].

Demostracion. Supongamos, haciendo una traslaciéon, que x = 0. Como el razonamiento que sigue
a continuacion es invariante por traslacion, esto no supone pérdida de generalidad. Probaremos que
existe C' > 0 tal que, independientemente de ¢,

T.£(0) < C[(M(T£)"(0))"" + M £(0)].

Sean Q = B(0,5) y Q = B(0,¢). Llamamos f; = [xg vy ponemos f = fi+ fa. Con esta eleccién hecha,

Tf3(0) = K(0,y)fa(y)dy = K(0,y)f(y)dy = T-f(0).

ly|>e ly|>e

Demostremos ahora que si z € Q, |T f2(2) — T f2(0)| < ¢q||w||piniM f(0). En efecto,

T o) — Tf2(0)] = / K (2, ) — K(0,9)] fo(y)dy

ly|>e

SO e PO (IyD i <¢ e 2V )'“<|€|>|y|ddy
- CZ/ pcpicezmn YW <| |> i

gcz (277)(e27)~ / | fa(y)|dy

=0 €27 <|y|<e2i+1
> c
g d
<Oy w@)—- | f2(@)ldy < Callw|[piniM £(0).
j=0 €2 Jly|<eaitt

Como consecuencia de esto,

[T=£(0)] < CMf(0) + [T fa(2)| < CMf(0) + |TF(2)| + [T fr(2)]; (3.20)
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para z € Q. Si resultase que |T;f(0)|] = 0, no habria nada que probar; si no fuese asi, sea 0 < A <
|T: £(0)|. Definimos

Q12{26Q2|Tf(2)|>§};
@ ={€Q:ITHG) > 5
Qs — B, si CMf(0)< 3,
TlQ s CMF(0) > 2

Por la desigualdad en (3.20), es claro que @ = Q1 U Q2 U Q3, por lo que |Q| < |Q1]| + |Q2| + |Q3].

Ahora,
3|Q|
A

@il < 5 [ 175 < S )

Utilizando la desigualdad débil de T,
@l =1z e Q:ITaG) > g1 =0y [ 1n1=< 05 [ 171 Semso)

Si Q3 = ), entonces .
QI < |@1] + Q2] < SC(M(TF)(0) + Mf(0))|Q].

En cambio, si @Q = @3, se tiene A\ < C'M f(0). En cualquiera de los dos casos se deduce
A < C(M(Tf)(0) + M f(0)),
para todo A < |T:f(0)|, con lo que
[T f(0)] < C(M(T'f)(0) + M f(0)),

donde C' es independiente de . Asi queda probado el caso con nn = 1. Para el caso n < 1, volvemos a
(3.20). Obtenemos,
[T fO)" < [CMfO)]" + [T ()" + [T f1(2)[".

Integramos en @ y dividimos por |@Q| para obtener
1O < (CafO + M0+ (5 [ 1ThIa).

Elevamos todo a 1/n y obtenemos

1/n
T./0) < C Mﬂ®+M@ﬂWN”+<1/ﬂ%@WM> ,
Q| Jo
y utilizando el Lema de Kolmogorov 1.6, tenemos
1 1
KWLH%QWMSO@WMMSCMNWW

Asi, queda demostrado el teorema. O

Corolario 3.29. Sea T un operador de Calderdn-Zygmund. Entonces el operador mazximal truncado
T* es acotado en LP si 1 < p < y de tipo débil para p =1 con

1T 151 < ca(l T 222 + Ok + [|lwl] Dini)-
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Demostracion. La acotacién cuando 1 < p < oo es inmediata de la desigualdad del teorema anterior
con ) = 1, al ser acotados en LP los operadores T'y M. Esta observacion no vale para p = 1 porque la
composicién de dos operadores débiles no es en general débil. Por ello hemos necesitado la desigualdad
conn < 1:

o2 T*1(@) > M) < s MF@) > S0} + e (TR @) T > 5.

El primer sumando satisface la desigualdad que nos interesa al ser M de tipo débil-(1,1). Para el
segundo sumando, utilizamos el operador maximal diddico, que satisface la desigualdad débil. Entonces

o s (M(TF)" @) > A} < cal{e : Ma(Tf)" (@) > 477

Llamemos F al conjunto que aparece en el segundo término de la desigualdad de arriba. F es de medida
finita si, por ejemplo, f € C°. Utilizando posteriormente un argumento de densidad lo extenderemos
a toda f € L'. Entonces,

1
Bl < [ [(TH)"(y)ldy
A g
y por el Lema de Kolmogorov 1.6 concluimos que
Bl < Tl e A BT AT,

de donde deducimos el teorema. O



Capitulo 4

Desigualdades con peso para integrales
singulares

Después de dedicar un capitulo a las clases A, de pesos y otro a las integrales singulares, lo siguiente
es evidentemente dedicar uno a la combinacién natural de ambos: las desigualdades con peso para
integrales singulares. Este es un tema tipico en Analisis Arménico y aparece en muchos de los libros
de Anélisis de Fourier, por ejemplo en [5], [10] y [12].

En la primera seccién exponemos las desigualdades con peso estdandares para operadores de Cal-
derén-Zygmund, tal y como se pueden encontrar en la literatura clasica. Pese a que lo denotamos como
teoria clésica, en realidad no es tan antigua, pues la mayoria de los resultados fueron demostrados a
partir de los anos 70.

En las secciones siguientes damos unas mejoras que se han conseguido recientemente en las dichas
desigualdades, tanto para operadores de Calderén-Zygmund y para integrales singulares rough. Para
ello empleamos un resultado de dominacién por operadores sparse, una técnica que es joven aun y
estéd en desarrollo.

4.1. Teoria clasica

En esta seccion demostramos desigualdades con peso para operadores de Calderén-Zygmund. En
particular, demostramos que los operadores de w—Calderén-Zygmund son acotados en LP(w) para
todo w € A, siempre que 1 < p < oo, y también que son de tipo débil (1,1) para w € A;. La
prueba que damos de estas desigualdades produce una mala dependencia de la norma del operador
en la constante A, del peso. Por ello, no tendremos cuidado a la hora de hacer las acotaciones y
las constantes que apareceran dependeran de los pesos, nicleos y deméds variables esenciales. En los
siguientes secciones si que tendremos ese cuidado e indicaremos con precisién la dependencia de las
constantes en las variables esenciales.

Lema 4.1. Si T es un operador de Calderon-Zygmund y s > 1, se tiene en casi todo punto
MFTf(x) < C(Mf*(2))'/*,

donde M denota el operador mazimal de Hardy-Littlewood y M# denota el operador mazimal agudo
definido en el primer capitulo.

Demostracion. Sea z € R y @ un cubo que contiene a z. Tenemos que acotar

1
IQI/Q ITf(y) — aldy

para algin a € C. Escribimos f = f1 + fo con fi = fx2q, donde 2Q) denota el cubo con el mismo
centro y doble radio que @, con lo que fa = fx(2q)c. Ponemos o = T'fo(x). Asi,

1 1 1
@\/Q‘Tf(y)_a’dyg’Q|/Q|Tf1<y)’dy+Q|/Q’Tf2(3/)—Tf2(x)\dy.
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Como s > 1, sabemos que T es acotado en LS(Rd), por lo que

1

ol /Q Th(y)ldy < (@ / rTﬁ(yﬂde)i <c (é / Q|f1<y>|8dy)5

<\2Q!/ 2 d@/) < C(Mf*(2))+.

Asi, queda acotado el primer sumando. Para el segundo sumando argumentamos como sigue.

Klﬂ /Q Tf2(y) = Ta(2)ldy = 15, (2Q)° Bly2) = K, 2))f (2)dz| dy

Q
< f L () ey
<, /2Q o (F) 2 aliGlasdy

(Q) ) 1 o
‘Q|/Q Z /2kl<Q)<|w—z|<2k+ll<Q ? <!Z—l‘\ !z—:c\d|f(z)| -

1(Q) |f(2)]
\Ql /Q 2k 1(Q)<|a— Z|<2k+1z(Q)w <2kl(Q)> (le(Q))ddZdy

—k 1 z)|dz
§C<Z . )) T ey 7N

k=1
< CMf(z) < C(Mf*(2))?,

siendo esta ultima desigualdad consecuencia de la desigualdad de Hélder en cada cubo. O

Teorema 4.2. Sea w € A,. Se tiene

[ Mas@Peds < ¢ [ 1 f@)Pu)ds
donde My denota el operador maximal diddico estindar, siempre que el término de la izquierda sea
finito.

Demostracion. Utilizaremos una técnica conocida como la desigualdad de los buenos lambdas (good-
lambda inequality en inglés). En concreto, la desigualdad

w({z: Maf(z) > 20, M* f(2) < 9A}) < Crw({a : Maf(x) > A}). (4.1)

Para demostrar la desigualdad (4.1), notamos que el conjunto {x : Myf(x) > A} es unién de cubos
diddicos disjuntos, {@;};, que son maximales respecto de la propiedad fg, > A, que son precisamente
los cubos que nos da la descomposicion de Calderén-Zygmund para f a altura A. Basta probar que
para cada cubo (); se cumple

w({z € Qj: Myf(x) > 2\, M¥ f(z) < yA\}) < Cyw(Q;). (4.2)
Probamos primero la siguiente version de (4.2) para la medida de Lebesgue, precisamente,
{z € Qj : Maf(x) > 2X\, M¥ f(z) <A} < CH|Qyl-

Si 2Q); es el cubo con lado doble de @, se tiene por la maximalidad de la descomposicién faq, >
A. Por otro lado, si * € Q; y Maf(xz) > 2A, se tiene My(fxq,)(z) > 2X y, por tanto, también

My((f = f2q,;)xq,;)(r) > A. Esto implica que

{z € Qj: Myf(x) > 2\, M¥* f(x) <yA} C {z € Q; : Ma((f — f20,)x0,)(x) > A}.
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Utilizamos la desigualdad débil para M, y obtenemos

o € @y Mal(f — fag)x0,)(@) > A < & / = oo, lde

Q|

d
<C’2 ‘QJ |2QJ\/ ng]|d:E<C’ ) mf M#f( ).

J

Si el conjunto {z € Q; : Myf(x) > 2\, M# f(x) < A} es vacio, no tenemos que probar nada; y si no
es vacio, existe algiin = € Q; con M# f(z) < v\, con lo que tendremos

[{z € Q;: Maf(x) > 2X\, M¥ f(z) < yA}| < CH|Qj].

Para terminar de probar (4.1), utilizamos el Corolario 2.10 (iii) y obtenemos dierctamente la desigual-
dad (4.1).
Escribimos

[ Map@Pu@ds =p [0 e s Maf(e) > A)ay
Tomamos la integral truncada
N
Iy = p/ N=hp({x : Myf(x) > A})dA
0

Haciendo un cambio de variable, y utilizando (4.1),
N/2
Iy = 2%p / N lw({a s Myf(z) > 2\1)dA
0
N/2
< 2pp/ N w({x s Myf(z) > 20, M¥ f(z) <A} +w({z : M7 f(z) < yA}))dA
0
N/2
< C2PpyIy + 2pp/ N~ Lw({x : M# f(z) < yA})dA
0
op  [YN/2 .
< C2%pyIy + 7”/ piP " tw({a s M7 f(z) < n})dy
0

Ahora, si elegimos v suficientemente pequeno para que 2°vC < 1/2, podemos incorporar el segundo
sumando al lado izquierdo para obtener

YN/2
In<e /0 P~ Yw({z : M*f(z) > n})dn,

y tomando el limite cuando N — oo obtenemos el resultado deseado. Hemos tomado la hipdtesis de
finitud para poder pasar Iy al lado izquierdo. ]

Teorema 4.3. Sea T un operador de Calderén-Zygmund. Entonces T estd acotado en LP(w) para
todo peso w € A, si1 < p < 0.

Demostracion. Sea f € LOO(Rd) con soporte compacto. Probaremos el teorema para estas funciones
que forman un subespacio denso en LP(w), con lo que quedard probado para todo el espacio. Por el
Lemas 4.1 y el Teorema 4.2, tenemos

\Tf(x)\%(@“)dxé/ |MqT f(z)|Pw(z)dz
Rd ]Rd
# z)[Pw(z)dz s(x)| 5 w(x)d
SC/RdIM Tf(z)[Pw(x)d SC/RdIMf( )|sw(x)dz,
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siempre que el segundo término sea finito, cosa que probaremos a continuacion. Para finalizar, elegimos
s > 1 tal que w € A/, que es posible por el Corolario 2.10. Asf, el operador maximal M es acotado

en L (w), por lo que
/ M f*(2)| S w(z)da < C / |£2 ()| > w(x)da,
Rd Rd

lo que termina la prueba de que T es acotado en LP(w), excepto por el detalle comentado antes.
Probemos MyTf € LP(w), para lo que es suficiente probar T'f € LP(w) al ser My acotado en LP(w)
al estar puntualmente acotado por M y ser w € A,,.

Supongamos que sop(f) C B(0,R) (recordamos que hemos supuesto antes que f tenia soporte
compacto.) Tomando el € de la desigualdad de Holder inversa para w, tenemos por la desigualdad de

Holder
1 _€e
1 e p(l+e) 1e
/ T (2)Pw(z)de < / wite / Th@) |
lz|<2R |z|<2R |z|<2R

lo que es finito: el primer factor es finito por la desigualdad inversa de Holder, y el segundo porque
Tf € LY(R?) para todo 1 < g < oo al ser f acotada y con soporte compacto.
Por otro lado, si |z| > 2R, tenemos = & sop(f), con lo que tenemos la representacién

Tf(x) = g K(z,y)f(y)dy.

Por tanto,

Pw(z)dz L/
/|:c|>2R Tf@Pwlz)d <C/x|>2R/|y|<R ly

donde hemos tenido en cuenta que f es acotada. Asi,

w(x)

DI wydyde < © d
@ w(z)dydr < x,

w[>2r ||

f: / w@) < Ci@kR)_"pw(B(O, ok+1)).

dp
i1/ 2*R<|z|<2Ft1R || 1

[ irs@le@is <c
|z|>2R

Ahora, como w € Ay, existe € > 0 tal que w € A,_, con lo que
w(B(O, 2k+1R)) S CdyRde(p_e),

y volviendo a la desigualdad anterior,

/ |Tf(z)Pw(z)dx < szk(d(p*ti)fdp) < o,
|z|>2R P

porque el exponente es negativo. Finalmente, queda probado

/ |MyT f (z)[Pw(z)dz < oo,
R4

lo cual finaliza la prueba del teorema. ]

Teorema 4.4. Sea T un operador de Calderon-Zygmund y w € Ay. Entonces

w(fa: [Tf(@) > M) < S [17@lu@)ds
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Demostracion. Comenzamos, como estamos acostumbrados, haciendo la descomposicién de Calderén-
Zygmund para f a altura A, obteniendo cubos {Q;}; y escribimos f = g + b para las partes buena
y mala respectivamente. al lio. Tenemos que acotar w({z : |Tg(x)| > A}) y w({z : |Tb(z)| > A}).
Comenzamos acotando la parte buena. Utilizamos que, por el Teorema 4.3 T es acotado en L?(w) y
que g < A en casi todo punto para obtener

wlfe: [Ty(@)] > A} < 5 [ [To(e)u

_)\2/|g )|2w( d:v<</|g Jw(z)dx <.

Para ¢ Q = U;Q, se tiene f(z) = g(x), con lo que no tenemos que hacer nada. Para = € @Q;, en
cambio, se tiene

| s@wtde= [ o [ dyees

j Qj |QJ| Qj
_ [ @@, < ¢ d
/j G w=C [ Twewiy

al ser w € A;. Entonces

w(fe: To(@)| > M) < /+Z/ f@lu@ds =5 [ 1@

Ya tenemos acotada la parte buena. Para acotar la parte mala argumentamos como sigue. Se tiene
{z:|Tb(x)| > A} C Q" U{z & Q" : |Th(x)| > A},

donde como es habitual, 0* = U;2Q;. Como w € Ay, w es una medida duplicadora, asi que

o) < Fu2) £ 03 (@) - Z o I=0Y oy [, el
Z/ Dlutds < S [ 1wl

utilizando que w € A;. Para acotar la parte que nos queda, utilizamos que b = ; b; estando b;
soportada en ; y con media nula. Asi, denotando por ¢; el centro del cubo @,

w({z €9 : |Th(z)| > \}) < AZ/ ITb; () () da

-3 Z /(QQJ_)C
1
A ;/(QQJ_)C /j K (z,y) — K(z,¢;)| [bj(y)|dyw(z)dz

3L, 01 (g (20) e

Si repetimos el calculo de la segunda parte de la demostracién del Lema 4.1, vemos que

/(2Qj)cw<’y_cj|> ) e < CMwly) < Culy),

z—cjl ) | —cj|?

w(zx)dx

/Q (K, y) ~ K ()b (0)dy

IN
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siendo la segunda desigualdad por ser w € A;. Finalizamos por fin la demostracién al ser

w(fa & 9% Th()| > A)) < S 3 . ity =5 [ i

<5 L@+ S [ sl

pero ya hemos acotado el segundo sumando. Con esto, terminamos de acotar todas las partes que
tenfamos que acotar y, como consecuencia,

w(fe s IT5@) > 2D < § [ 1@l a

4.2. Operadores sparse

Una manera de demostrar desigualdades en norma con peso para los operadores de Calderén-Zygmund
es mediante la dominacién del operador por otro mas manejable. En este caso dominaremos puntual-
mente operadores de Calderén-Zygmund por un tipo de operadores denominados sparse, y demos-
traremos resultados de acotacién para este ltimo tipo de operadores que implicaran los resultados
deseados para los operadores de Calderén-Zygmund.

Definicion 4.5. Sea 0 < n < 1. Una familia numerable de cubos § se dice n—sparse si cada cubo
@ € S tiene un subconjunto medible Eg C @ tal que |E| > n|Q| y Eg N E¢ son disjuntos para cada
par de cubos distintos Q,Q’ € S.

El parametro 1 no juega un papel importante, por lo que a veces diremos que una familia es
sparse sin especificar el coeficiente 7. La idea tras la definicién de estas familias es que aunque no
estén formadas por cubos disjuntos, si que son esencialmente disjuntos. No es necesario que los cubos
pertenezcan a un sistema diddico fijado.

Ejemplo 4.6. (i) Una familia formada por cubos disjuntos siempre es sparse, como se puede ver
tomando Eg = Q.

(ii) En R, sean los intervalos I; = [0,27), para j = 0,1,2, .... Si ponemos Er, = [2771,27), sij >0,
E1, = Iy, tenemos que la familia {I;,j > 0} es sparse con n=1/2.

Nota 4.7. Los conjuntos Eg no tienen por qué ser cubos mds pequenos, pueden ser conjuntos medibles
sin mds propiedades a priori.

Nota 4.8. Pese a que la idea intuitiva es que los cubos son esencialmente disjuntos, el ejemplo anterior
muestra que un cubo puede estar contenido en el resto de cubos de la familia. Por esta razén no hay
que dejarse llevar demasiado por la idea de que los cubos son disjuntos.

Definicion 4.9. Sea S una familia sparse. El operador sparse asociado a S es el operador Ag definido

por
Asf@) = 3 flovels) = 3 (@ /Q m) Ya(@).

Qes Q€S
Observacion 4.10. El operador asi definido es sublineal. Podriamos haberlo definido sin poner el valor
absoluto, pero entonces habria que tener cuidado al tomar la suma, ya que los cubos que participan
no tienen por qué ser disjuntos. Al tomar el operador positivo no tenemos que preocuparnos en darle
sentido a la suma, y permitimos que tome el valor infinito. Si, por ejemplo, hay un solapamiento
infinito de cubos: en el caso de la familia del Ejemplo 4.6 (ii), si cogemos f = 1, z > 0, se tiene que

Asf(z) = oc.

La idea detras de los operadores sparse es que es relativamente sencillo trabajar con ellos. Tienen
propiedades de acotacion que se demuestran con facilidad, como veremos en la seccion siguiente. Estos
operadores se utilizan en diversos ambitos del andlisis matematico para acotar diversos operadores.
En este documento los utilizaremos para dominar operadores de Calderén-Zygmund.
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4.2.1. Acotacion de los operadores sparse

Damos unas desigualdades en norma para los operadores sparse. Primero demostramos la acotacion
en L? con un argumento que es bastante ilustrativo respecto a la manera habitual de trabajar con
estos operadores. Finalmente, damos una desigualdad con peso para los pesos en A4,, 1 < p.

Lema 4.11. Sea S una familia n—sparse. El operador As es acotado en L*(R?), y la norma sdlo
depende den y d, no de S.

Demostracion. Sean f,g € L?(R?). Veamos que | (Asf, g) 2| < ¢l fll2llgll2-

(stahs|= | [ 3 1floxe(ls@ds

QEeS
< [, Ifloxe@lg(@)lds
R 0es
<3 Il / 9@)ldr = 3 floldlal@)
QesS Q Qes
1 1
<L S flaldlolBol = = 3 / Flolglode
" Ges T Ges ' Fa
1 1 c’
< L [ mp@)Mg(o)ar < Lppiaargl: < S £l
7 JRd n n

Hecho este célculo y tomando el supremo sobre todas las funciones g € L?(R?) con norma 1, obtenemos
el resultado deseado. O

A continuacién damos la desigualdad con peso que resultara clave en la siguiente seccion.

Proposicién 4.12. Sean 1 < p < 0o y 0 < n < 1. Existe una constante cq,, > 0 tal que para toda
familia S n-sparse y para todo peso w € A, se tiene

méx(1,-1=)

I As o (w)— Lo () < Capnlw]ly, 7

Demostracién. Sea S una familia n—sparse, y denotamos por Eg el conjunto que aparece en la defi-

=1
niciéon para @ € S. Para w € A, denotamos por ¢ = wr-1 su peso dual. Para calcular la norma del
operador Ag utilizaremos un argumento de dualidad. Por tanto, necesitamos dos funciones, f y g, que
concretaremos mas adelante a qué espacios tienen que pertenecer. Probemos las estimaciones

> (a0 /. g)p’wwm < caglolly 13)

QES
5 (sag7 1) o#a) < caslirl (14)
f) o(EQ) < capllfllniw)- 4.4
Ocs o(3Q) Jg (w)
Primero de todo, probemos
1
< inf M (gw™* 4.
550 90 < inf Mi(gv™)(o), (15)

donde M, denota el operador maximal con peso w centrado

1

My,(h)(z) = SR /R h(y)w(y)dy,
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3Q

Figura 4.1: Relacién entre R, Q, y .

donde el supremo se toma sobre todos los cubos R centrados en x. Para x € @, sea R el cubo con centro
en x mas pequeno que contenga a (), como se muestra en la Figura 4.1. Entonces, I(Q) < [(R) < 2{(Q)
y R C 3Q. Asi,

1 1 B . B
u;(:aQ)/Qg(y)dy = w(R)/Rg(y)w Yy)w(y)dy < Mg(gw™")(x),

lo que prueba (4.5). Probemos ahora (4.3).

p/ /
Z (IU(;Q) /Qg) w(EQ) < Z Mi(gw—l)p/w < HMg(gw—l)Hip/(w)

Qcs Qes’Ea

_ / /
< caplgw 17, = canllaly,

siendo la tltima desigualdad cierta porque 1 — p/ = p%ll. Probemos ahora (4.4). Notamos que la

obtencién de (4.5) ha sido independiente del peso w, por lo que seguird siendo cierta para o. Luego,

2 (o(;@ /Qf )p“<EQ> <> /E . (ME(fw ™)) o

QeS QeS
< ML < canllFw ™ By = canl I
Ponemos un nombre a la siguiente cantidad:
wBQ) o(3Q) 1
Tp(va) = 1/}7/ l/pi'

w(EQ)'/P o(EqQ)'/? Q)

Esta cantidad nos dara la dependencia que queremos en el peso,
< méx(l,p%l)

sup Tp(w’ Q) = Cd,pﬂ][w]AP ) (46)

Qes

siendo cq, 5, independiente de S y de w. Para probar (4.6), probamos primero la desigualdad
1 1—-1
[Eql < w(EQ)ro(Eq) 7.

En efecto, utilizando la desigualdad de Hélder,

!EQ!—/ wrw v < (/ (w
Eq Eq

3=
=
~_
S
/N
Sp
Q
SI
S =
=
I
~—
]
|
=Y
=
<
A
2
=
<
|
)
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Esto implica directamente que para @ € S, |Q[P < n Pw(Eg)o(Eg)P~ . Asf obtenemos
w(3Q) <a<3<c2>>p‘1 < Q) <a<3Q>>p—1 - <3d>f’ w(3Q) (o(?»@))p‘l
w(EQ) \ 0(EQ) - Q| Q| A\ !3Q\ 3Q]

= oo (1 L) Gt [ 7)o

Por lo tanto, si @ € S, tendremos

1

e[ () | (E8)" (5

NN
gcdmap[w]Ap ’LU(EQ) |3Q|

1 méx(i,,%) méx(l,%)
< capplwy [wly, T = canplwly, T

Estamos ya preparados para terminar la demostracién. Para calcular || As f|| 1 (w), utilizamos que, por
el teorema de Hahn-Banach y la dualidad entre L? y Lp/, existe h € LV (]Rd), con norma 1, tal que

1 1
A5 s = st e = [ Asfuth

1
Asi, lamando g = hw?, se tiene

14 £l o) / %;9 (|Q|/ )XQg S & (QI ) (/ >

Sg)ggi”ﬂwv@);w D ><|Q| )</>
< ol S (o [ 7)ot (kg

Qes

< capafully 7 Z<U(;Q)/Qf>pg(EQ) | Z(w(;@/ “’)plw(EQ)

QeS QeS

1
7

) w(Eq)r

max(1, max(

1
v 1||f||LP Whw? | ) =< capplwls, 7~ 1Hf||LP

donde hemos usado las des&gualdades (4.3) y (4.4), asi como la de&gualdad de Holder para la medida
de contar. O

< capylw ]

Observacién 4.13. Hemos probado que para un valor de 7 fijo, toda operador n-sparse es acotado
en LP(w) para todo w € A, con norma independiente de w y de la familia sparse. Esta uniformidad es
importante porque necesitaremos acotar distintos operadores sparse que tengan el mismo coeficiente
7 en la siguiente seccion.

4.3. Dominacion de Calderon-Zygmund por operadores sparse

Como ya hemos comentado en la seccién anterior, nuestro objetivo es utilizar los operadores sparse
para obtener desigualdades con peso para operadores de Calderén-Zygmund.

En esta seccion demostramos un teorema de dominacién puntual de los operadores de Calderén-
Zygmund por operadores sparse. Este teorema, demostrado por M.T. Lacey en [17], fue mejorado por
T. Hytonen, L. Roncal y O. Tapiola en [16] para tener un mejor control sobre las constantes que
aparecen. Presentamos aqui la prueba algo simplificada que da A.K. Lerner en [19].
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Teorema 4.14 (Lacey-Hjtonen-Roncal-Tapiola). Sea T' un operador de w— Calderdn-Zygmund tal
que w satisface la condicién de Dini. Para cada funcién con soporte compacto f € L'(RY), exite una
familia sparse S tal que para casi todo x € R™,

Tf(2)| < callITz2r2 + Ck + |wl[Dini) As| f|(2), (4.7)
donde cq denota una constante dimensional que no depende en T, f ni S.

Con este teorema de dominacién puntual es facil demostrar el conocido como Teorema As. Fue
conjeturado en los anos 80 (aparece mencionado en el articulo de Duoandikoetxea-Rubio de Francia
[8]) y no fue probado hasta 2012 por Hjtonen en [13]. La prueba de Hytonen no utiliza los operadores
sparse, sino otra estrategia un poco mas complicada basada en “dyadic shifts”. Fue Lacey quien dio
la prueba con operadores sparse en 2015 en su articulo [17]. Antes de que Lacey diera su prueba en
2015, ya habian aparecido otros resultados de dominacién para operadores de Calderén-Zygmund que
implican el teorema Ajy: Lerner dio en 2012 [18] una dominacién en norma; Lerner-Nazarov [20] y
Conde-Rey [4] dieron en 2014 simultdnea e independientemente una dominacién puntual.

Teorema 4.15 (Teorema Aj). Sea T un operador de w-Calderén-Zygmund y w € Ay, con 1 < p < co.
Entonces

méx(l,ﬁ)

1T o (wy— Lo (w) < callTll 225122 + Cr + lwl Dina) [w] 4,
Demostracion del Teorema 4.15. Sabemos por el Teorema 4.3 que T es acotado en LP(w). Sea f €
LP(w) y {fn} una sucesién de funciones integrables con soporte compacto que converjan a f en la
norma de LP(w). Para cada n, existe una familia sparse S, tal que

méx(l,p%l)

T fallr(w) < cdCrl|As, fullLrw) < caCr | fall L (w)[w] 4

P
Tomando el limite, obtenemos

1

méx(l,ﬁ

)
1T fll o) < caCrlw]y, [FalZYeny

lo que finaliza la prueba. O

Este teorema se conoce como Teorema Ao, por un lado, porque en el caso en el que p = 2 se
consigue dependencia lineal en la constante [w]4,; y, por otro lado, porque el probarlo para el caso
p = 2 lo implicaria para el resto de valores de p, 1 < p < oc.

En la demostracion del Teorema 4.14 entran en juego varios operadores que se definen a partir del
operador T'. Mt denota el gran operador maximal truncado, definido por

Mrf(x) = ng ess suPgeq [T(fX(30)<) (E)];

donde hemos tomado el supremo sobre todos los cubos @@ que contienen a z. Fijado un cubo @, la
version local del gran operador maximal truncado es

Mrqgof(x) = sup esssupecq [T(fx@Eo))(E)]
Q9$7QCQO

Como en el capitulo anterior, aqui 7" denota el operador maximal truncado (estdndar), definido por

T f(x) = sup
e>0

| s

Como siempre, denotaremos por M el operador maximal de Hardy-Littlewood con respecto a los cubos
con lados paralelos a los ejes.

Como es habitual, antes de la demostracién del Teorema 4.14 demostraremos dos estimaciones
puntuales para operadores de w-Calderén-Zygmund.
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3Q(z, s)

Figura 4.2: Esquema de B(z,s) y Q(x, s).

Lema 4.16. Para todo cubo Qo y para casi todo x € Qq, se tiene

T (fx3Q0) (@) < cal Tl 1 prool f ()] + Moo f ().

Demostracion. Sea x un punto interior de Qg que ademads sea de "approximate continuity’ de T'( fx3q,),
como en [9]. Como esta es una funcién medible, casi todo punto de Qg es de ’approximate continuity’.
Esto significa que para todo € > 0, el conjunto

Es(x) = {y € B(x,5) : |T(fx3Q0) () = T(fx3Q0)(¥)] <€},
donde B(z,s) denota la bola euclidea abierta de centro = y radio s, satisface
1 —_—
20 |B(, 5)|

Sea ahora Q(z, s) el cubo centrado en x més pequeno que contenga a B(x, s), como se ilustra en la
Figura 4.2. Tomamos s suficientemente pequeno para que Q(z,s) C Qp. Esto no supone pérdida de
generalidad porque tomaremos el limite cuando s tiende a cero. Sea € > 0. Para casi todo y € F4(x),
se tiene

IT(fx3Q0) ()| <I1T(fx3Q0)(Y)] + €
IT(fx30(.s) W] + [T (FX3Q0\30Q () (Y)] + €
T (

)
(fX3Q(:v,s)) y) + MT,QOf(l') + €.

ININ TN

Como esto es cierto para casi todo y € E,(x), tenemos

T (fx3Q0) ()| < ess infyep, @) [T(fX3q(,s) (W) + Mz, f(2) + €

Llamamos A = ess inf,c g (2) |T(fX30(z,s)) (¥)|- Utilizando la desigualdad débil que satisface T’
||TH 1 1,00
[Ba(@)] < {y € B IT(Nxaqes) W) > A < =205 1 X
lo que junto con la desigualdad anterior da

1
T x300)@) < T T /3 o T Mo, (0) 4

) Blz.s) Q(zs)| 1
= 1Tt 5 5 ot ] gy 1+ 700100




56 4.3. Dominacion de Calderén-Zygmund por operadores sparse

Ahora, tomando el limite cuando s tiende a cero, por el teorema de diferenciacién de Lebesgue y el
hecho de que [3Q(z, s)|/|B(x, s)| es constante, obtenemos

T (fx3Q0) ()] < cal T pree | f ()] + Mz f(2) + 6,

para todo € > 0. Esto termina la prueba del lema. O

Lema 4.17. Para todo © € R?,

Mrf(z) < ca([|wllpini + Cr)M f(z) +T7 f (2).

Demostracion. Sean (Q un cubo que contiene a x. Queremos ver que para casi todo £ € Q,

IT(fxra\30) (€| < calllwl[pini + Cx)M f(z) + T f(z).

Sea By = B(x,2diam(Q)). Asi, 3Q C By, ya que si y € 3Q, |z — y| < 2diam(Q). Tenemos

IT(fxra\3Q) (O] < T (Fxra\p,)(€) = T(fxra\5,) (@) + [T (fxB.\30) )] + [T(fxra\5,) (@)]

Para acotar el primer sumando utilizamos la condicién de suavidad.

|T(fXRd\BI)(§) - T(fXRd\BI)(x” =

/ (K(&,y) — K (2 9)f(5)dy
R4\ B,

</ K(€,) ~ K(a,)|1£(0)ldy
ly— :c|>2dmm(Q)

ey 1
/y z|>2diam(Q) |f(y)|w <|.T - y| ‘x - y’d Y

diam(Q)> 1
< d
o /| —z|>2diam(Q) |f(y)|w ( ’.1‘ - y| ‘ZE‘ - y‘d Y

diam(Q) 1
)| ol ()
2k+1diam(Q)>|y—z|>2Fdiam(Q) |1: y| ’l’ y|
Q7| 7o)y
(2kdzam( ))d 2k+1diam(Q)>|y—z|

IN

k=

00
< chf Zw < CdHWHDmle( )
k=1

—

donde hemos usado el hecho de que la versién con cubos del operador maximal de Hardy-Littlewood
es equivalente a su versién con bolas y el Lema 3.26. Acotamos a continuacién el segundo sumando.
Siy € B, \ 3Q, entonces |y — &| > diam@ para todo £ € Q). Entonces

\T(fsz\sQ)(ﬁ)\=‘/B\SQK(&y)f(y)dy S/B\SQ!K(ﬁyy)!\f(y)\dy

Sl . G
= B.A3Q 1Y — 1Y = diam(Q))? /B MOt

< i | 1y < caCic s (o).

El tercer sumando estd claramente acotado por 7™ f(z), con lo que concluimos

1T (fxra\3) (€)] < callwllpmi + Cx )M f(z) + T f(x). N
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4.3.1. Demostracion del Teorema 4.14

Proposicién 4.18. Sea Qo C R¢ un cubo. Existe una familia F %—sparse de cubos diddicos a Qq tal
que para casi todo x € Qq,

IT(fxsq0(@)] < caCr Y |flsgxq ().
QeF

Demostracién. Sean P; cubos disjuntos pertenecientes al reticulo diddico generado por Qg y contenidos
en (Qg. Se tiene, puntualmente en casi todo punto,

IT(fx300)1XQ0 < [T(fX3Q0)IXQo\U; P, + Z 1T (fx3Q0) |IXP;
J

S ‘T(fX3QO)‘XQ0\U]’Pj + Z (’T(in’)Qo\Uj?)Pj)’ + ’T(fX?)P])’) XP]"
J

Queremos hacer una seleccién de los cubos P; para tener la desigualdad

IT(fx30) (@)IxQo (%) < caCrl flsqu + D IT(fxsp) (@)Ixp, (@), cta € Qo.
J

Para ello, hemos de acotar

I T(fX3Q0)1XQo\u,P; + Z IT(fXx3Q0\u;3P;)1XP; < caCr|fl3q0-
J

Para ello, elegimos 74 > 0 suficientemente pequena para que el conjunto

E={xecQo:|f(x) >4lflag,} U{r € Qo : Mrg,f(x) > 1aCr|fl30,}

satisfaga | F| < Qd%\Qo\- Esto lo podemos hacer ya que si llamamos E = AU DB, de la manera evidente,
entonces

/()] 13Qo| g, [f@)ldz Qo
A — 7 d
| ‘S/Qo 2l ™= 2 T TNy~ 3

y podemos hacer el conjunto A tan pequefio como queramos. Para acotar el conjunto B utilizamos el
Lema 4.17 para concluir

HMT7Q0||L1~>L17°° < aqCT,
para cierta constante dimensional ag. Asi,

agCr / 10d
< —— [l <3°—|Qol,
YaCrlf13Q0 Joo 4 'Yd| |

con lo que podemos hacer el conjunto B tan pequeno como queramos. En particular, decidimos |E| <
|A| +|B| < Qd%@o]. Ahora hacemos la descomposicién de Calderén-Zygmund en el reticulo diddico

| Bl

de Qo respecto de la funciéon xg a altura A = 24%. Obtenemos una familia de cubos disjuntos {R;}
tales que

(i) a5l Pl < lIxellie,) = 1E 0P| < 51Pj;
(ii) para casi todo z € Qo \ U;P;, se tiene xp(z) < 24% < 1, luego xg(x) = 0;

(iii) [U; Pyl <27 E] < 5Qo.
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Como consecuencia de (ii) vemos que |E \ U;P;j| = 0. Por (i), en cambio, vemos que |E° N Pj| # 0.
Luego, existe € Pj tal que Mr g, f(z) < v4Cr|f|3q,- En particular,

€ss SUPgep, ]T(fngo\gpj)(fﬂ < aCrlfl3-

Entonces, como los P; son disjuntos dos a dos, obtenemos que para casi todo = € Qo,

Z IT(fx3q0\3p;)(@)|XP; (¥) < 7aCrlfl30-
J

Por otro lado, utilizamos el Lema 4.16 para obtener la desigualdad en casi todo punto =z € Qg

|T(fX3Q0)(l‘)| < CdCT‘f|3Q07

lo que termina de probar

IT(fx300) (@) XQo () < caCrlflagy + Y 1T (fxap)(@)lxp,(x), ctz € Qo
J
Finalizamos la demostracién repitiendo este proceso de manera iterativa. Esto es posible porque los
cubos obtenidos forman una parte grande de @, concretamente, |Q| < 2| U; P;j|. Ponemos, para el
primer cubo, Eg = @ \ U;P;. Para cada Pj, podemos repetir el argumento que hemos hecho para @,
y obtendriamos una coleccién contable de cubos R{;, disjuntos dos a dos, que cumplen |P;| < 2| Uy, Ry
y también

IT(fxap,) (@) XQo (%) < caCTIflap, + Y IT(FXgp ) (@) (@), cta € Ry
k

Entonces, ponemos Ep, = P; \ UpR;. Renombrando los cubos, ponemos 81 = {Qo} U{P;}; y R1 =
{R}};k, obtenemos

IT(£x300) (@) XQ0 () < caCr > |flsp + D |IT(fxsr)(@)xR(2), ctz € Qo.
PeS ReRy
Podemos repetir el argumento de manera iterativa. Esto es asi porque el término de resto tiende a cero
en casi todo punto, al ser el término de resto en le t—ésima iteracién |Uger, R| < 27%Q], lo que tiende
a cero cuando t tiende a infinito. Poniendo F = U;>1S;, obtenemos la familia del enunciado. O

Finalmente estamos preparados para probar el Teorema 4.14. Tomemos una particién de R¢ for-
mada por cubos R; tal que sop(f) C 3R; para todo j. Podemos hacer esto, por ejemplo, de la siguiente
manera, ilustrada en la Figura 4.3. Sea (Qp un cubo que contenga al soporte de f (recordemos que f
tiene soporte compacto.) El cubo 3Qy se divide en 3¢ cubos disjuntos Ry = Qo, R1, ooy Raa_q, tales
que sop(f) C Qo C 3R; para todo j = 0,...,3¢ — 1.

Numeriandolos, obtenemos una familia {Rj};?';l de cubos disjuntos tales que sop(f) C 3R; para
todo j > 1. Aplicamos la Proposicion 4.18 al cubo R; para cada j > 1 y obtenemos una sucesién de
familias %—sparse Fj tales que

T f(2)] < caCr Z |flaoxo(x), ct.zeR;
QE]'—]'

para cada j > 1. Esto es porque sop(f) C 3Rj, con lo que Ixsr; = f. Esmés, si j1 # j2 y Q1 € Fjy,
Q2 € Fj,, entonces Q1 y Q2 son cubos disjuntos, ya que lo eran R;, y Rj,. Por tanto, si cogemos la
familia 7 = Uj>1F; serd una familia %—sparse y se cumplird

T@)| < caCr Y flsgxole). ct.o e R

QeF
Ahora, cogiendo la familia S = {3Q : Q € F}, que es trivialmente ﬁ—sparse, obtenemos
Tf(x)] < caCr ) | [flaxiq(@) < caCrdAsf(z), ct.ae R?.
QES

Con este calculo queda finalmente demostrado el Teorema 4.14.



Capitulo 4. Desigualdades con peso para integrales singulares 59

Figura 4.3: Construccién de la particién de R? por cubos.

4.4. Cuantificacion para las integrales singulares rough

En el teorema de dominacién por operadores sparse para operadores de Calderén-Zygmund hemos
utilizado la suavidad de tipo Dini del niicleo del operador para encontrar la familia sparse que nos da
la dominacién. Cuando trabajamos con integrales singulares rough no tenemos esa suavidad, por lo
que no podemos argumentar de la misma manera.

Recordemos cémo se definen las integrales rough. Sea Q € L'(S?"!) de media nula. El operador
integral singular rough asociado a ) es el operador

Tos@) =vo. [ S0 gay

donde 3y’ = ﬁ Demostramos en el capitulo anterior que si 2 € Lq(Sd_l) para algin g > 1 entonces

Tq es acotado en LP(R?) para todo 1 < p < oo. El resultado de esta seccién es recogido en el siguiente

Teorema 4.19. Sea Q € L=(S% 1) con media nula. Entonces, si w € Ap, con1 < p < o0, se tiene
la desigualdad

méx(1

1
’f)
I Tall Lo (w) < €all@lloo(w)a, [w],,

P

Notese que pedimos €2 € L*°. La demostraciéon que damos de este resultado es bastante larga, de
manera que la haremos a lo largo de esta seccién. Combinando este Teorema con la ecuacién (2.12)
obtenemos el siguiente

Corolario 4.20. Sea () € LOO(Sd_l) con media nula. Entonces, si w € A,, con 1 < p < 00,, se tiene
la destgualdad

( 2
max(2,pj)

1Tl e (w) < callcolw] 4

P

En particular, para p = 2 se tiene

ITell 2wy < callQlocwl?, .
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Esto contrasta con el Teorema Ay, 4.15, en el que conseguiamos una dependencia lineal en la
constante [w]4,: aqui obtenemos una dependencia cuadratica, que es peor (recordemos que [w]a, > 1
siempre).

El argumento que utilizaremos se basa en expresar T como suma de una serie de operadores de
Calderén-Zygmund de manera que podamos acotar cada sumando utilizando el resultado de la seccién
anterior y, al tomar el limite, tendremos acotado Tg,.

Como T se expresa mediante un valor principal, podemos escribir

Tof =) Tuf =) Kpxf, (4.8)

kEZ kEZ
siendo )
Yy
Ki(y) = WX2k<\y|<2k+1(y)~

Para el ntcleo truncado de esta manera, tenemos las siguientes cotas que se obtienen de manera
sencilla, como estéd en el articulo [8]. El lema se sigue cumpliendo bajo unas condiciones de integra-
bilidad més débiles, pero necesitaremos que 2 esté acotada para obtener mas tarde las desigualdades
con peso que deseamos.

Lema 4.21. Eziste una constante o independiente de Q0 y k tal que para todo € € R?,
|Kk(€)] < cal| Q| e min([27¢|%, [27¢]7%).

Sea ahora ¢ € C2°(R?) una funcién con soporte en {x : |z| < ﬁ}, con [pq ¢ = 0. Entonces be.
y definimos ¢ € . mediante

D(€) = (6) — 6(2¢)-
De esta manera, [ 1) = ¥(0) = 0. Para j € Z, escribimos

1 x 1 T
¢i(2) = 5539(55),  ¥i(@) = 559(55)-
Definimos asimismo los operadores suma parcial
Sif = f x5,
con lo que, tomando la transformada de Fourier,
Sif = Sj1f = f*1;.
Claramente, se tiene S;f — f cuando j — —oo, con lo que vemos
o0
Ty = Ti Sk + Z Ty (Sk—j — Sk—(j-1))-
j=1
Asimismo, si (N (j))52, es una sucesién creciente de enteros tal que N(0) = 0, se tiene
o
Ty, = T1.Sy + Z Tk (Sk—N() = Sk=N(j-1))-
j=1

Definimos ahora los siguientes operadores, que son los que nos permitiran aproximar 7gq.

Ty =Ty = ThS;
kez

Ty =Y Tu(Sk-j = Sp-G-n)» §=1;
keZ
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= ZTk(Ska(j) = Sk-NG-1))s J=1
kez

De esta manera, tenemos
(0.9} e.9]
_ Ao =N
To=3 1= T,
j=1 j=1
donde se puede hacer el cambio de orden de sumacion porque, como demostraremos mas adelante,
todas las series convergen absolutamente.
Lema 4.22 (Estimaciones sin peso para T} y TJN en L?).
175 fllz2 < call @277 £ 2, (4.9)
T fllze < callQlze27 NIV £l 2, (4.10)
donde « es la constante del Lema 4.21, independiente de Tq y de la funcion f, donde N(—1) = 0.

Demostracion. Traramos primero el caso j > 1 y para Tj.Por el teorema de Plancherel, podemos
tomar la transformada de Fourier para hacer el cédlculo:

(T ) (&) = Z(Tk(skfj = Sp—=1)) ) (§)

kEZ

(Z Ky (&9 (2" Jé)) F(&) =m;(©)F(9).

kEZ

0, por el teorema del valor medio existe una constante C' > 0 (que

Ahora, como ¢ € . (R%) y ¢(0) =
tal que |1(¢) < C'min(|¢],1) para todo ¢ € R%, con lo que

depende de v tinicamente)
[)(2476)| < Cmin(|2" ¢, 1).
Utilizando el Lema 4.21 vemos
[K5(E)]1$(2"7€)] < eall |z |27€] 7 min(|2" €], 1).
Asi, tenemos

[ (€)] < call @z Y 2%~ min(|2" €], 1)

keZ
el [ D0 RRTUREIE+ Y 2k
2k|¢]<27 2k|¢[>20
e (277 Y0 R+ DD 2R

2k|€|<27 2k|€|>27
< cgllQfpee (277(2)Y 4+ (27)7Y) = cq| Q| o277

Entonces ||m;||ze < cq||Q||L<277%, y por el teorema de Plancherel,

1T ll> = (L) (|2 = llmy (&) flle < call Q=277 £l -

El caso para TJN es sencillo teniendo en cuenta que TJN = ?jjj\f)(]‘—n 41 T;. Entonces
N(5) N(j)
=N i -1
1TV < D> ITille <call@ee Y, 27
I=N(j—1)+1 I=N(j—1)+1

< | QU o2 NUTDHY < | o2 N U,
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Falta el caso para j = 0. En este caso tenemos Tp = T({V. Se tiene

(Tof) =>_ Krdrf,

keZ
por lo que es suficiente con estimar | K7 (€)||¢(€)]. Como ¢ es acotado (pues ¢ € .7, tenemos
K4 ()|(6)] < cal| Q| min(|2¥¢], |27€] 7).

Para acotar la suma, lo hacemos como en el caso anterior:

D KRN < callQpee Y min(|27¢], [2F¢| 7)™

kezZ kEZ
< cal € e > 2+ Y 2R
|2kg|<|2kg] 1 |2k¢|~1 <|2k¢]
<callQlee | 1€% Y 2 afgr Y 2he
2k< gl 27R<[¢|
S CdHQHLoo .
Asi, utilizando otra vez el teorema de Plancherel, obtenemos el resultado deseado. O

Ahora que tenemos las acotaciones en L?, vemos que los operadores TJN son operadores de Calderén-
Zygmund. Esto es lo que nos permitird utilizar el Teorema A, demostrado en la seccién anterior.

Lema 4.23. Los operadores TJN son operadores de w— Calderon-Zygmund con pardmetros

cN = OT]N < cq||Q[ L,

W (t) = win (t) < cql|Q e min(1,2Y0)¢),
J

que satisface ||w]N||Dzm < || Lo (1 + N(4)).

Demostracion. La primera condicion que tienen que cumplir los operadores de Calderén-Zygmund es
ser acotados en L2, lo que estd probado en el lema anterior. Tenemos que precisar cuél es el nicleo de
estos operadores. Primero damos las estimaciones precisas para los nticleos de los operadores TSy, n (),
que son Ky x ¢k — N(j). Teniendo en cuenta que sopp C {|z| < 1—(1)0}, y que ¢ es positiva con [ ¢ =1,
tenemos

Qy) —(k=NG)d [ Z Y
| Kk * p—n(y (7)) = ‘/}Rd |2 Xk <|y|<2h+12 (=N 9k—N(j) dy

.y
(3t )

! —(k—N(5))d
< Cd||Q”L°OWX2k—1<|x|<3.2k /Rd 9—(k=N(j))

1
< CdHQHLwWXQk—1<|x|<3~2k-

Asi, para el nicleo ), Kj, * Pr—N(j)), tendremos

1
Z |K/€ * ¢k—N ( )’ < CdHQHLOO Z | |dX2k l<|z|<3:2F < CdHQHLOO | |d’
keZ keZ
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lo que nos da la condicién de tamano que queriamos para el niicleo. Para la condicién de regularidad,
calculamos el gradiente de los Ky * ¢ (). Ahora, tenemos, de manera similar a la de antes,

Q(y) —(k—N(j))d
VK, * ¢r—nj) ()] = ‘/Rd ol Xk <jyl<air2 NIV Qk N(J) dy

] Yy
< CdHQHLOOWX2’<—1<IxI<3~2’“ /Rd2 ML (2’”\’()>‘dy

1 N
ScdHQHLOOWXQk—1<|xI<3.2k2 (k=N(5)

1 N(i
< CdHQHLOOWsz—l<\x|<3-2k2 (J)7

por lo que tenemos la estimacién

N ()
Z VK * by (@)] < cal| Q| oo — 77
kez 2]

Ahora, el nicleo asociado al operador TJN es

= Z K % (dr—n(j) — Ph—N(G—-1))>

kEZ

para el que, por tanto, tenemos las estimaciones

Q| o
KN (@,9)] = KV (2 — )] < cql DL
|z — y|
VK (@ - 9) < car bAL=__aNG),

‘ ‘d—‘rl

siendo esta dltima porque N(j) > N(j — 1). La primera de estas estimaciones nos da la condicién
de tamano que queriamos; la condicién de regularidad de Dini serda consecuencia de la segunda. Si
|z — 2’| < |z — yl, tenemos por un lado
KN (2,y) — K (¢, y)| = |K}Y (¢ —y) — K} (¢ — y)]
< |z —2'| sup \VKN(tac—i—(l —t)x —y)

t€[0,1]
[1€2]] L NG)
<|z—2| sup cq oNU
teo,1]  Itr 4+ (1 —t)z" —yldH

1920l ey le =2

<cy
Y —y[d lz—y|’

ya que para t € [0, 1] se tiene
1 , 3
Sl =yl <fte+ A -t —y[ < Sz —yl,

lo que se ve sencillamente teniendo en cuenta |z — 2’| < 3|z — y|. Por otro lado, y utilizando esta
ultima estimacién y la condiciéon de tamano, tenemos

1 1 1
KN Y, X — KN y, )| < cql|Q L°°< — )gcd Q|| oo ——.
K 2) = K (0,)| € eul @~ (=g = g ) < el Uim =

Si escribimos ij(t) = ¢4||| L min(1, 2V0)t), tenemos claramente

x—a 1
N ) — K )+ 1Y ) 1 ) <o (E22]) L



64 4.4. Cuantificacion para las integrales singulares rough

lo que nos da la condicién de regularidad de Dini deseada ya que el médulo de continuidad wjv satisface

1 2-N@) 1
dt . dt
/ N D = g0 / 2N (j)dt + / &
0 t 0 9-NG) t
= ¢a)|Q|po (1 +1og 2V9)) < ¢g]|Q|[poe (1 + N(5)).

Asi, queda demostrado ijVHDini < ¢q||Q|pee (1 + N(5)). O
A continuacion damos una desigualdad con peso para los operadores TJ-N , que utilizaremos mas
adelante en la demostracion del Teorema 4.19.

Lema 4.24. Sea 1 < p < 0o. Para todo w € A, se tiene
~ . méx(1,p’ —1
ITN fll oy < caplllzo (L + NGIF oy wlhe .

Demostracion. Como prueba el Lema 4.23, los operadores TJN son de w-Calderén-Zygmund y por
tanto podemos aplicar el Teorema 4.15 para obtener

~ ~ ix(1, /1
1TV 22y 22wy < cal0l TN | 2y oy + CF + o o) ] 5o,

Sustituimos las estimaciones de los Lemas 4.22 y 4.23 para obtener
~ _ : . ax(1,p'—1
1T 2oy o) < €all @z (7N 414 (14 N () PP
. méx(1,p’ —1
< capll Qo (1 + NGl fw] 500, O

En el siguiente lema, damos una desigualdad sin peso, la iltima que necesitaremos par probar el
Teorema 4.19.

Lema 4.25. Si1 < p < 0o, se tiene
1T fllze < capli@2™ N0V + N ()£l 2o,
stendo «, una constante independiente de Tq, la funcion f y la sucesion N.

Demostracion. Sien el Lema 4.24 elegimos w = 1, se tiene [1]4, = 1 y tenemos la estimacion

TN | zamsro < cagllQllz (1 + N(j)).

Queremos interpolar entre esta ultima estimacién y la obtenida en (4.10) utilizando la interpolacién

del Teorema 1.8. Si 2 < p, elegimos ¢ = 2p de tal manera que 2 < p < q. Para A = g%f se tiene
1 A 1-2A
pat T

con lo que

p—2

_1
TN s < (eallllo (4 NG (cagll =2 oNG-0)7T
< cap|| Q27D (1 4 N(5)),
donde o, = a/(p — 1) < . Ahora, si 2 < p, elegimos ¢ = Z%, de manera que 1 < ¢ < p < 2,y
podemos volver a utilizar el Teorema 1.8 con A = 2 — p para que una vez mas
I A 1-2A
P oq 2

La estimacién que obtenemos ahora es
I oo e < caplQllz=22N07D (14 N(5)),

siendo ahora o, = a(p — 1) < «, con lo que queda probado el lema. ]
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Finalmente, tenemos todas las herramientas a punto para terminar de demostrar el Teorema 4.19.

Demostracion del Teorema 4.19. Sea € = Q*dfl/(w)Ap, de manera que por el Corolario 2.22 tenemos
[w!te] 4, < 4w ]1+6 Aplicamos el Teorema 1.9 a cada uno de los operadores TJN con pg = p1 = 0,
wo =1, w; = wHE, de manera que como ha de ser w = w1+ se tiene A = 1/(1 +€). Asi, utilizando
las estimaciones de los Lemas 4.24 y 4.25, tendremos

e 1
T @ eymax(1,p'—1)\ T+e
1TV o) 2oy < (€aplze22 Y00 ()] oo (1 + N(G)) [ F P57 =0)

7
NG)

y =B w) s ix(1, /1
< capl| QL (1 + N(4))2 P (w) 4, [w]jjx( p )’
ya que 15, > ¢/(w)4, y hemos renombrado las constantes. Asf, se tiene

o N()
2 —1) —Br w
1T Lo (w) Lo (w <§ 1TV N 2o () Loy < Capll Qoo 3PN (14 N2 7,
7=0 7=0

y la prueba estard finalizada cuando probemos

o0

_ N()
S+ N2 T < C(w)a,

J=0

Para probar esta tltima igualdad, precisamos por fin la sucesién N. Elegimos N(j) =2/ si j > 1y
N(0) = N(—1) = 0, para que las férmulas tengan sentido. Asi,

3 o iy e . g
SA+NG2 T <oy e TOh =0 3 P Y 2ty T
7=0 7=0 QjS(W)Ap 2j2(w)Ap

El primer sumando es claramente menor que (w),. Para el segundo utilizamos la desigualdad 27% <

cx™2 si x>0 con lo que

R, s - . oi \ 2 »
S ooty A <o N it (ﬂp(w)A ) =cw)i, Y. 27 <c(w)a,
P

29>(w)a, 29> (w)a, 29> (w)a,

Con esto queda probado el teorema, y justificado el cambio de sumacién que comentamos justo antes
del enunciado del Lema 4.22. O

Observaciéon 4.26. Hemos obtenido el resultado deseado escogiendo de manera adecuada la sucesién
N(j), pero no podriamos haber obtenido un resultado mejor al estar el término principal N(j) en los
sumandos de la serie. Asi, cuando N(j) esté cerca de (w), aparecerd como sumando y no podremos
hacer nada para conseguir una cota mas pequena, al menos utilizando este método.

Recientemente, se han obtenido resultados de dominaciéon de integrales singulares rough por una
generalizacion de los operadores sparse. Jose M. Conde-Alonso, Amalia Culiuc, Francesco Di Plinio
y Yumeng Ou consiguean en [3] una dominacién de las integrales singulares rough utilizando positive
sparse form. Estas formas sparse positivas son una version dual de los operadores sparse que hemos
estudiado en este documento. En ese articulo consiguen, para |||z~ < 1, la acotacién

5 max(p,2)

170l o (w)—Lr(w) < Cplw]) ,
para w € [w]a,, donde la constante Cp, depende sélo de p y de la dimensién, y Tq es el operador integra
singular rough asociado al nticleo €. En el mismo articulo también obtienen, para Q € L%!log L(S%),

con1<g<ooy [|QLatiognssy <1 la desigualdad

méx(l,p}q,)
1Tl Lp (w)— e (w) < Cplw ]A,,

q’
Pese a que esto supone una mejora respecto de la dependencia en [w]4, que hemos presentado en este
documento, todavia no se sabe si se cumple la conjetura Ay para las integrales singulares rough.
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